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Fizikai geodézia és gravimetria / 14.

GEOID MEGHATAROZASANAK KOMBINALT
MODSZEREI.

Az utdbbi évtizedekben 1) lehetoségekkel gazdagodott a geodézia eszkoztara.
A Fold mesterséges holdjai és a rajuk vonatkozd geodéziai megfigyelések
(észlelések) tobb geodéziai feladat megoldasahoz nyitottak uj utakat. igy, a geoid
meghatarozasa is lehetségessé valt a mesterséges holdakra végzett mérések geodéziai
felhasznalasaval. Ennek tobb megoldasa is kialakult az eltelt viszonylag révid 1d6
alatt.

A szatellitageodézia geometriai alkalmazasa

A szatellita-geodézia eredményeinek geometriai alkalmazasaként a geoid
meghatarozasara azt az eljarast tekinthetjiik, amely esetben a geoidot a foldfelszini
pontok (megfeleld6 allomasok) tetszdleges szatellita-geodéziai modszerrel
meghatarozott

*p E(a,e?)
ip=|Vp = (o, A, h), (1)
Zp

ellipszoidi foldrajzi koordinataibol ugy hatarozzuk meg, hogy a pontoknak a 4

ellipszoid feletti magassagabol pl. szintezéssel meghatarozott tengerszint feletti H
magassagat levonjuk, azaz

N=h—-H. )

fgy igen egyszeriien megkapjuk a (¢, A, h) ellipszoidi foldrajzi koordinatdkkal adott
ellipszoidi feliileti normalison a geoidnak az ellipszoid feletti magassagat (1. abra).
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1. abra. Geoidmeghatarozas a szatellitageodéziai mérések felhasznalasaval



Az ily modon nyert geoid-ellipszoid tavolsag alapfeliilete megegyezik az allo-
maskoordinatak kiszamitdsanak alapfeliiletével, ami a koordindta-meghatarozas
modja szerint altalaban 6nkényes vagy simuld elhelyezésii, ennek megfelelden az igy
meghatdrozott geoidmagassagok az i-edik helyzetii, ;0 kdzéppontt helyi ellipszoidra

vonatkozo relativ értékek.

Dinamikai szatellitageodéziai médszer ek alkalmazasa

A Fold kozelében mozgo égitestek palyajat a Fold nehézségi erdtere szabja
meg, ezért az égitestek palyajat megfigyelve kovetkeztetni lehet a foldi nehézségi
er6tér szerkezetére. Az égitestek mozgisat a dinamika Newton-féle F=ma
alaptorvénye segitségével lehet leirni. Legegyszeriibb esetben az M tomegd,
pontszeriinek tekinthetd kozponti vonzo égitest koriil (centralis erdtérben) mozgd
egységnyi (1 kg) tdmegpont mozgasara (Un. kéttest-problémara) alkalmazzuk ezt az
alapOsszefiiggést, azzal a feltétellel, hogy a mozgds csak Newton-féle
tomegvonzasbol szarmazo erdtérben torténik. Ez esetben a mozgd tomegpontra hatod
F tomegvonzasi erd hatasra fellépd gyorsulast az r helyvektor idészerinti masodik
derivaltjaként fejezhetjiik ki, igy a
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mozgasegyenletre jutunk. Ennek megoldasaként kapjuk az ismert eredményt, hogy az
egységnyi tomegpont palyaja kupszelet, a Fold természetes €s mesterséges holdjai
esetében ellipszis, amelynek térbeli helyzetét, méretét és alakjat a Kepler-féle
palyaelemek: a felszallo csomopont Q rektaszcenzidja, a perigeum w szoge, az i
palyahajlas, a palyaellipszis a_, e paraméterei, és az égitest pillanatnyi helyzetét
magadoé v kozépanomalia jellemzik.

A (3) masodrendii differencidlegyenletnek a kétszeri integraldsa soran adddo
integralasi allandok, illetve ezekbdl levezetett dllandd mennyiségekbdl kovetkezik,
hogy centralis erétérben a toOmegpont térben és idoben dllando méretii, alaku és
helyzetii ellipszis palyan mozog, mas szoval a hat Kepler-féle palyaelem koziil 6t az
idében allando ¢és csak az égitest pillanatnyi helyzetét magadé v kozépanomalia
valtozik.

Tudjuk azonban, hogy a Fold valdsdgos nehézségi erdtere az inhomogén
stirliségeloszlas miatt nem centralis erétér. Eltéréseit a centralis erétértdl a potencial
gombfiiggvény sordnak zondlis és tesszerdlis tagjai irjak le. Ezt figyelembe véve a
Fold valosagos nehézségi erdterében a (3) mozgasegyenlet az

. kM r

r R +grad V'(J,,C,,,S,..") 4)
formaban modosul. Ennek megolddsa sordn mar olyan Kepler-féle palyaelemeket
kapunk, amelyek mindegyike az id6 fiiggvényeként valtozik. A Fold valosagos
nehézségi erdterében mozgd tomegpont palydja tehat bonyolult térgérbe, melynek
elemi szakaszai idoben valtozo méretii, alaku és helyzetii Kepler-féle ellipszis palydk
elemi darabjainak tekinthetok.



Tetsz6leges Kepler-féle p, péalyaelem p, =dp,/dt 1ddbeli valtozdsa tehat a
f61di nehézségi erdétér nem centralis voltabol kovetkezik. A p, idébeli valtozésa az

erétérnek a centralistol valo eltéréseit jellemzd gombfiiggvény egylitthatokkal
hozhat6 a

. dp, .
p,-=ﬁ=pi(J,1,C

.S 5
dt nm WWI) ( )

alaku fiiggvénykapcsolatba.

Ennek figyelembe vételével a mesterséges hold pillanatnyi palyaelemeit adott
idépontra (pl. valamely észlelés idOpontjara) tigy kapjuk meg, ha valamely korabbi
idépontra megadott p,, palyaelemekhez hozzdadjuk az eltelt idére esd
megvaltozasukat (ami viszont a nehézségi erétér szerkezetének fiiggvénye). Az igy
kapott pillanatnyi palyaelemekbdl szadmithatjuk az észlelés pillanatdra a mesterséges
hold r_ geocentrikus helyvektorat.

2. dbra. Geoidmeghatarozas szatellita-geodézia dinamikai méodszerével.

Valamely idépontban a mesterséges holdra végzett észlelések eredményeként
kapott s észlelési vektor nem més, mint a mesterséges hold r_, és az észlelési hely r,

geocentrikus helyvektoranak kiilonbségvektora (2. abra). Ennek megfeleléen az s
észlelési vektor az eldrejelzés id6pontjara vonatkozd p,, palyaelemek, a f6ldi
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nm?

nehézségi erdtér potencialfiiggvényének J

nd

S . egyiitthatoi, az észlelés ¢
idOépontja és az r,(X,, Y,, Z,) éallomashelyzet

S:rs_rP :S(‘QO’a)O’iO’as()’esO;Jn’C Snm;t’rP) (6)

fiiggvényeként fejezhetd ki.

Tobb mesterséges holdra rendszeresen végzett nagyszamu megfigyelés
mindegyikére felirhatd egy-egy (6) alaku egyenlet, amely igy kozvetitd egyenletként
szolgéalhat a jobb oldalan szerepld mennyiségeknek az észlelések alapjan végzendd
meghatdrozasahoz. A nagyszamu észlelés alapjan felallithato javitasi egyenleteknek a
legkisebb négyzetek mddszere szerinti megoldasaval az egyenletek szdmanal minden
esetre kevesebb szamu ismeretlen mennyiség meghatarozhato.

A szatellita-geodézia dinamikai mddszerének legaltaldnosabb alkalmazasakor
az ismeretlenek mindharom csoportjara kereshetiink megoldast. Gyakran azonban
szétvalasztjuk Oket és egy-egy csoportra felvett értékekkel csak a fennmarado



ismeretleneket hatarozzuk meg, majd cserélve és fokozatos kozeledéssel finomitjuk a
teljes megoldast. Igy végiil megkapjuk a

— Kepler-féle palyaelemeket,
— a nehézségi erbteret leird véges szamu J,,C, , S, = egylitthatot,

nm? =~ nm

—az allaspont r,(X,,Y,, Z,) geocentrikus helyvektorat.

Ilyen modszerrel kiillonbozé n fokig ¢és m rendig terjedd gombfiiggvény
egylitthatok  szdmértéke valamint a pontok geocentrikus helyvektora is
meghatarozhaté az egész Foldet beborité allomasokbol allo halozatra. Az ilyen
értéksorozatokat gyakran féldmodellnek (az angol nyelvben Earth Model vagy
Standard Earth) nevezik. A meghatarozott gombfiiggvény egylitthatok ismeretében
szdmszerlien felirhatovd valik a foldi nehézségi erdtér potencialfiiggvénye
gombfiiggvény sordnak véges szamu tagja.

A Dinamikai szatellitageodéziai modszerek alkalmazasaval nyert fenti mérési
adatok ismeretében két lehetdségiink is van a geoid meghatarozésara.

1. Az egyik lehetdség szerint az allaspont r, geocentrikus helyvektoranak
ismeretében a (1) mintéjara:

P E(a,ez)
=Y | = (@Ah, (7)
ZP

eléallithatd az ellipszoid feletti # magassag, amelyet a (2)-be helyettesitve a kapjuk
az N értékét. Ez viszont most nem relativ, hanem geocentrikus elhelyezésii
ellipszoidra szdmitott abszolut N érték.

2. A masik lehetdséget az N meghatarozéasara a potencialfiiggvény gombfiliggvény
soraban szereplé J,, C,,, S, egyltthatok dinamikai modszerrel el6allitott értékei

adjak. Ezek, valamint a normal nehézségi erétér gdmbfiiggvény soraban szerepld J,,
egyiitthatok kiilonbségét képezve, véges tagszamig felirhaté a T=W -U
potencialzavar gdmbfiliggvény sora a

k

M | N : .
T, = R Z aJ P, (costh) + Z Z (C,,cosmA+S, sinmA)P, (cos?}) (8)

n=2 n=2 m=l

alakban, ahol
L[ )

A potencidlzavar ily médon szamszerien ismert (8) gdombfiiggvény sorabol
kiszamitott értéket a Bruns-féle dsszefliggésbe beirva és y,.-vel osztva, kapjuk a ¢,

A ellipszoidi koordinatdji P pontbeli N =T, /y, geoid-ellipszoid tivolsigot. A

szamitast megfeleléen kivalasztott ¢, A foldrajzi koordinataju pontokban elvégezve,



megszerkeszthetjiikk és kirajzolhatjuk a geoid izovonalas abrajat a geocentrikus
elhelyezést alapfeliilethez viszonyitva.

Az alapfeliilet méretét és alakjat a normal nehézségi erdtér felvételével
hatarozzuk meg kozvetve. Ezzel a modszerrel jo attekintd képet nyerhetiink az egész
Foldre vonatkoz6 geoidrol.

K ombinalt megoldasok

A gyakorlatban a geoidmeghatarozas kiillonb6z0 modszereit altaldban nem
kiilon-kiilon, hanem egyiittesen alkalmazzuk annak érdekében, hogy a kiilonb6zd
utakon szerzett mérési eredményeket és informacidkat kozds szamitdsi eljarasba
bevonva, egyetlen végeredményre jussunk, €s igy pontosabb megoldast kapjunk.

Csillagaszati-gravimetriai szintezés

A csillagaszati szintezés szerint a szomszédos P és P,, pontok kozott a geoid-

ellipszoid tavolsag AN,

.+ megvaltozasat (kiilonbségét) a fliggbvonal-elhajlas
megfeleld ¢} vetiiletének a két pont kdzotti vonalintegralja adja. Ennek szamszerii
meghatarozasakor numerikus integralast végziink a véges s,,,, szakaszra. Ekkor a
fliggbvonal-elhajlas ¢ =9(s) fliggvényét helyettesitjiik a szakaszra vonatkozdan
valamilyen predikcioval eldallitott 51.7”1 allando értékkel. Leggyakrabban az
egyszerli, linedris predikcid alkalmazéasaval a végpontok fiiggdvonal-elhajlas

értekének szamtani kozepeként allitjuk eld a 53 ., atlagértéket. Ezt a szakasz s

J i,i+1

hosszaval szorozva kapjuk a két pont kozotti vonalintegralnak gyakorlati kozelitd

értékeét:

AN, ., = %(?2 +795+1)Si,i+1 . (10)
Az igy nyert eredmény a pontos értékkel akkor egyezik meg, ha a fliggévonal-

elhajlasoknak az ivhossz szerinti J=d(s) eloszlasfiiggvénye a két pont kozott

valoban linearis. Erre azonban csak akkor van remény, ha a csillagészati-geodéziai
pontokat igen nagy stirliségben hatarozzuk meg (kiilondsen erdsen tagolt domborzat
esetén). A foldrajzi helymeghatirozdsok mar emlitett magas idd- és koltségigénye
miatt ilyen pontsiiriiség altaldban nem biztosithatd, ezért mas megoldasokat keresiink.

Az egyik ilyen megoldasként ismertiik meg a fliggévonal-elhajlasok stritésének
a modszereit.

Masik megoldas a csillagaszati szintezésnek a kiegészitése gravimetriai mérési
eredményekkel. Ez esetben az utobbiak nyujtanak olyan kiegészitd informaciot,
amibdl a fiiggdvonal-elhajlasnak a két pont kozotti valddi eloszldsa és a feltételezett
linearis eloszlas kozotti kiilonbségre kovetkeztetni lehet.

A 3. 4bran lathato szomszédos P, ¢és P, csillagaszati-geodéziai pontok kozott a
relativ fliggdvonal-elhajlas & értékét lehet gravimetriai adatok alapjan meghataroz-



ni. Az ott megismert elvnek megfeleléen o elballithato a , & gravimetriai fliggd-
vonal-elhajlas tovabba a relativ €s a gravimetriai fliggbvonal-elhajlas ,J—,. ¢ ki-

l6nbségének
U=, 0+ (0 —AD) (11)
Osszegekent, ahol A= -, 0= 0-(,,0+0). A (11) Osszefuggest a csillagaszati

szintezés alapdsszefiiggésébe beirva, az integralt két részre bontjuk:

2 2 2
,ANM:j,z}ds:J'grzsds+_|'(ﬁz,+w}zs. (12)
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3. abra. A grvimetriai szintezés alapelve

Az igy kapott els6 integral a gravimetriai fliggdvonal-elhajlasok vonalintegralja
a BP, szakaszon,amia ,. (AN, ,)=,(N,—N,) eredményre vezet.

Ez szamszerlien a Stokes-féle integralképletnek a F, és a P, pontra az r;
sugaru teriiletre végzett kiszamitasaval nyerhetd.

A (12) masodik integraljadban szerepld relativ és gravimetriai fiiggdvonal-
elhajlas kiilonbségrdl tudjuk, hogy az ivhossz fliggvényében linedrisan valtozonak
tekinthetd. Ezért ennek vonalintegraljat ki tudjuk szdmitani. Eredményiil a két

végpontbeli relativ és gravimetriai fliggdvonal-elhajlasok atlagértékével szamitott
csillagaszati szintezések kiilonbségét nyerjiik.

Osszevonva az igy nyert harom tagot, kapjuk a P, és a P, pont geoid-ellipszoid
tavolsag kiilonbségére a

1 1
ANI,Z = (Nz _Nl) = _E(rlyl—'—r 192)‘91,2 + grANl,Z +E(gr?9i+gr 192)51,2 (13)

GK

eredményt, ahol az utols6 két tagot a GK jelii gravimetriai javitdsban szokas
Osszefoglalni. Ez jelenti a relativ fliggdvonal-elhajldsok atlagértékével végzett
csillagaszati szintezés eredményének (a (13) jobb oldali els6 tagjanak) a javitasat a
fiiggdvonal-elhajlas valdsagos nem linedris eloszldsa miatt.



Felhivjuk a figyelmet, hogy az igy kapott geoid-ellipszoid tavolsag kiillonbségek arra
az ellipszoidra vonatkoznak, amelyet a relativ fiiggdvonal-elhajlasok kiszamitasakor
alapfeliiletként bevezettiink.

A GK gravimetriai javitas o AN, elsO tagjat Stokes integrallal szamithatjuk az
ry, sugari kornyezetre korlatozodva, a masodik tagjdban szerepld gravimetriai
fiiggdvonal-elhajlas értékeket a Vening Meinesz-féle képlettel szamithatjuk az
integralast szintén az r;, sugart kornyezetre korlatozva. Ezekbdl a Mologyenszkij-téle

elképzelés szerint a lehetséges dsszevonasokkal:
GK ZLN.”S,(W")I ,Agdo (14)
4ry g ’

ahol a 4. abra jeldléseinek megfelelden:

2 2 s, [cosv,. cosv,,

’ _ 12 1 2,

S (l//i)1,2 = - - 2 -+ 2 - |-
Vi Via

Vi V¥ R

(15)

A (14)-ben Osszevontan szerepel a Stokes és a Vening Meinesz-féle
fuggvénynek a szlik kornyezetre vonatkozo kozelitd alakja, (v,; és v,; a | ésa P,

pontbdl a Ag, mérési eredmény helyére mend irdnynak a AP, ivvel bezart szoge.)

AQ,' y /
4. abra. A GK gravimetriai javitas szamitasa

A gravimetriailag kiértékelt tartomdny 7, sugarat a csillagaszati-geodéziai
pontok s, , tavolsaganak 2+ 3 -szorosaban szokas felvenni.

A gravimetriai javitas abszolut értékének nagysdga (a domborzat tagoltsagatol
fliggben) elérheti, s6t meghaladhatja a csillagaszati szintezésbdl kapott geoid-
ellipszoid tavolsdg mértékét, igy az eredményt Iényegesen befolyasolhatja.

A modszert elonyosen alkalmaztuk a magyarorszagi geoidkép meghataro-
zaséhoz is.



Szatellitageodéziai és a foldi gravimetriai modszerek egyuttes
alkalmazasa.

Itt most két alapesetet tekintiink at: kiilon targyaljuk a teljes Foldre vonatkozo
globalis geoidkép meghatdrozésanak lehetdségét, és kiilon a geoid pontonkénti
meghatdrozasanak modszerét.

Ha globalis geoidkép eldallitasa a  célunk, akkor célszerlien a
potencialfiiggvény gombfiiggvény-soraval nyert megoldast alkalmazzuk.

A mesterséges holdak geodéziai megfigyelése soran nyert S észlelési vektor a
(6) szerint a mesterséges hold eldre jelzett simuld pélyaelemeinek, az idoének, az
allomaskoordinatdknak és a foldi nehézségi erdtér szerkezetét kifejezd
gombfliggvény-egylitthatoknak a fliggvényeként irhatd fel. Ha az elére jelzett simulo
palyaelemeket, az i1d6t, és az allomaskoordinatakat kell6 pontossadggal ismerjiik,
akkor ismeretlenként csak a gombfiiggvény egyiitthatok maradnak. Minden észlelt
irany, vagy tavolsag értékkel egy-egy (6) alaku egyenlet irhat6 fel az ismeretlen
egylitthatok meghatarozasara.

Minden mért €s a geoidra atszamitott nehézségi értékkel pedig egy-egy

Agp :—%Z(rz 1) 6J,P,(cos %) — Z(c cosmA+S, sinmA)P, (cos?d) | (16)

n=2

alaku egyenlet irhat6 fel, jobb oldalukon ugyancsak a gombfiiggvény-sor ismeretlen
egyitthatoival. (Megjegyezziik, hogy ez utobbiakban a J, zoéndlis egyiitthatok a

&, =J, —J, alakban szerepelnek). A kétféle mérésbél egyiittesen igen nagy szamu

egyenlet irhato fel, amelyeknek a legkisebb négyzetek moddszere szerinti
megoldasaval a gombfiiggvény-egyiitthatok meglehetésen nagy szdma hatarozhato
meg:

Q:fg(kMa

Som)
Q= kM,J ,S
Sl : Coms Swn) | kM,J .,C, .S, . (17)

AngAg(kM’J nm’Snm)

Az egyiitthatok szdmszerli ismeretében felirhato a T potenciadlzavar
gombfiiggvénysordnak véges szamu tagja (a tobbit zérus értékiinek tekintjiik), és
ezzel aBruns-féle 0sszefliggésbol szamithatd a geoid-ellipszoid tavolsag. A mddszer
eldonyOsen egyesiti magaban a mesterséges holdak észlelésével nyert globalis
hatasokat, vagyis a nehézségi erétér és a geoid hosszi hulldmhossza valtozasait,
ugyanakkor pedig a fOldfelszini nehézségi mérésekbdl foként a helyi rovid
hullamhosszi hatasokat. Ez ma a globalis geoidkép eldallitdsara a legjobb ¢s a
legmegbizhatobb modszer.

A masik lehetdség az asztrogeodéziai ¢s a foldi gravimetriai modszerek
egylittes alkalmazésa terén a geoid-ellipszoid tdavolsagok pontonkénti eldallitasa.
Ebben az esetben az N geoid-ellipszoid tavolsagot harom részben hatdrozzuk meg a
kombinalt eljarassal, azaz:

N=N,+N,+N,. (18)



Feltételezziik, hogy rendelkezésiinkre all a potencidlfiiggvény gombfiiggvény-
egyitthatéinak jol meghatarozott kM,J ,C, .S, értéksorozata és e mellett

nm?>

foldfelszini nehézségi mérések eredményei.

A geoid-ellipszoid tavolsag N, elsd Osszetevdjét gy szamitjuk, hogy az ismert
egylitthatokkal felirjuk a T potencialzavar gombfiiggvény sorat és ezzel a Bruns-féle
Osszefliggésbdl szamitjuk az ennek megfeleld geoid-ellipszoid tavolsagot:

k n
N, = Tp _ 1M Z(gj aJ,P,(cos )
e v |G\
) (19)
+ Z Z(%) (C,,,cosmA+S,,, sinmA)P,, (cos})
n=2 m=1

Az N, OsszetevOt a Stokes-féle integralképlettel szdmitjuk a Ag—Ag_
maradék nehézségi anomaliakbol valamely sziikkebb o, tartomanyra (ahol részletes
gravitacios felmérés all rendelkezésiinkre). A Ag_ nehézségi rendellenességet a (16)

Osszefiiggés felhasznaldsaval szamitjuk az ismert gombfiiggvény-egyiitthatok
segitségevel. Igy:

Ny= _[I{Ag Ag 1S(w)do

o j .[ { ——[Z(n 1)( jd]nPn(cosﬂ) .0
+ZZ( j n-1)C,, cosm/1+Snmsinmxl)an(cosz}‘)]}S(l//)dO'

n=2 m=1

Végiil az N, harmadik Osszetevét az N,-hoz hasonlé modon, de a o,

kornyezeten kiviili o — o, tavoli kornyezetre kiterjesztett integralassal szdmithatjuk
(ahol mar gyérebb gravitacios felmérés van):

- R ”(Ag—Ag,)S(sv)da ~0. 1)
dry
o—-0]
Ez utobbi N, 0OsszetevOt gyakran el is hanyagoljak a tdvoli Ag,adatok hidnya
miatt. fgy végiil a teljes geoid-ellipszoid tavolsig az N,, N,, N, Osszetevok
Osszegeként szamithato.



