A numerikus matematikai modszerek valasztasanak
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A tanulmény elsd részében roviden attekintjiik a kiegyenlité szdmitadsban a szamitogépes
problémamegoldas soran fellépd hibak néhany lehetséges forrasat, és felhivjuk a figyelmet a
szdmitasok sordn az adott kiegyenlitési feladatokhoz legjobban illeszkeddé numerikus mate-
matikai modszer kivalasztasanak fontossagara. Megmutatjuk, hogy léteznek olyan kiegyenli-
tési problémak, amelyeknek a szokasos uton — nevezetesen a normalegyenletek felallitasan
keresztiil — valdo megolddsa nem vezet a vart eredményre, ezért esetenként célszertitlen a szo-
kasos modszer alkalmazasa. Latni fogjuk, hogy ilyen esetekben masik numerikus modszer, az
un. matrix-ortogonalizacos eljaras haszndlata célravezetobb, mivel ezzel megkeriilhetjiik a
normalegyenletek felallitasat, és megfelelé matrix-transzformaciok alkalmazéasaval kozvetle-
niil nyerhetjiik a kivant megoldast. Megmutatjuk, hogy a szdban forgd két modszer elvileg
azonos megoldast szolgaltat, de az ortogonalizaciés modszerrel nyerheté megoldds numeri-
kusan stabilabb.

1. Hibaforrasok a kiegyenlitési problémak szamitogépes megoldasa esetén

A nagy szamu ismeretlent tartalmazo feladatok szamitogépes kiegyenlitésekor tobb ko-
riilmény is dontd hatéssal lehet a megoldas pontossagara. Valamely megoldds pontossaga-
nak jelentdsebb csokkenését az alabbi alapvetd hibaforrasok okozhatjak [15]:

a) A matematikai modell vilasztasabol adodo hibdtk.

Minden feladat megoldasahoz el6szo6r matematikai modellt kell valasztani, mely azonban
az adott feladatot csak bizonyos egyszerisitésekkel és elhanyagolasokkal kozeliti.

b) A numerikus matematikai eljarasok hibai

Az a) pontban kivélasztott matematikai modell kiilonbozé numerikus eljarasokkal lehet
kapcsolatos, amelyek elvileg azonos megoldasra vezetnek, azonban a gyakorlatban ezek a
megoldasok tobbé-kevésbé eltérnek egymastol. Ebben szerepiik lehet pl. a kiilonb6zé nume-
rikus kozelitd modszerek alkalmazasanak stb.

c¢) A mérésnek tulajdonithato hibak

A szamitésra keriild6 mérési eredményeket tobbnyire a mérémiszerek altal meghatarozott
véges pontossag kovetkeztében hibak terhelik. Ha valamely egyenletrendszer egyiitthat6ibol
alkotott matrix és a tisztatagok vektora méréssel €s szamitdssal meghatdrozott mennyiségek —
vagyis csak kozelitéen ismeretesek — akkor az ,.elvi” egyenletrendszernek csupan egy kozeli-
tését ismerjlk.



d) Kerekitési hibdk

A szamitogépek korlatozott szdmabrazoldsa valamint az elemi miiveletek — kiilonoskép-
pen a Xab; tipust szorzatdsszegek — szdmitasa jelentds kerekitési hibaforrast rejt magaban
[12]. Ha valamely szamitassorozatban a miveleteket csak korlatozott pontossaggal tudjuk
elvégezni, az egyes miiveletekben vétett kerekitési hibak dontd hatdssal lehetnek a szamitas
végén nyert megoldéds pontonsagara.

Ezek utan értelmezziik kissé részletesebben a felsorolt hibatipusokat.

A geodéziai feladatok jelentds részében valamely probléma kiegyenlitése a Gauss-féle hi-
baelmélet alapjan, a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasaval torténik. Ezzel az a)
pont értelmében adott egy lehetséges matematikai megfogalmazas. Természetesen nem ez az
egyetlen 1étezd modell, és esetenként nem is célszerl ezt valasztani.

Valamely feladat megolddsa kiilonb6z0 numerikus matematikai modszerekkel lehet
kapcsolatos. Az a) és a b) pont Osszefligg egymadssal, mivel a kiillonb6z0 matematikai
modellek mas-més numerikus modszereket tartalmazhatnak.

A matematikai modell és a megfeleld numerikus eljards kivalasztasat kovetden a
hibaterjédés torvényeinek, valamint a végeredmény pontossagi kovetelményeinek ismereté-
ben a mérési pontossagot a ¢) pont figyelembevételével hatdrozhatjuk meg. Pontosabban: mi-
vel ezek szorosan Osszefliggenek, ezért az a) alatti modell és a b) szerinti numerikus eljaras
megvalasztdsa, valamint a megfeleld mérési pontossag meghatarozasa egyiittesen célszerd.

A szamitas végén nyert eredmény pontossagat nagymértékben befolyasolhatjak a d) pont-
ban leirt kerekitési hibak. Kikiiszobolésiikre, pontosabban csokkentésiikre két lehetdség ki-
nalkozik. Az egyik: megfeleld szamitogép esetén dupla pontossagli szdmabrazolas hasznalata
a skalarszorzatok (szorzatdsszegek) gytijtésekor, a masik: az adott feladathoz legjobban il-
leszkedd matematikai modell és numerikus eljaras kivalasztdsa. Célszerti példaul azokat a
numerikus modszereket elényben részesiteniink, amelyekkel a szamitasok soran a legkeve-
sebb szdmu Xa;b; tipust szorzatdsszeget kell képezniink [12].

A kiegyenlitési problémakat elemezve sz€p szammal talalhatunk olyan feladatokat, ame-
lyek esetében a leggyakrabban alkalmazott modszer — amely a normélegyenletek felallitasan
¢s megoldasan keresztiil vezet a megoldashoz — nem nyujtja az elére vart pontossagot, sot
esetenként a megoldas hibdja nagysagrendekkel meghaladhatja az eldirt hibakorlatokat. Ilyen
problémak adodhatnak példaul bizonyos graviméteres halozatok kiegyenlitésekor, mestersé-
ges holdak palyaelemeinek és a megfigyeldallomasok koordinatdinak meghatarozéasa esetén,
vagy példaul Eotvos-inga mérések alapjan interpolalt fiiggdvonal-elhajlasok szamitasakor [1,
6, 19].

A kovetkezdkben a normalegyenletek megoldasaval kapcsolatban tett néhany megjegyzé-
siinkkel szeretnénk megvilagitani azt, hogy az un. gyengén kondicionalt (gyengén meghata-
rozott) kiegyenlitési problémak esetén a normalegyenletek felallitdsdn és megoldasan keresz-
till vezetd szadmitdsi modszer nem elegendden pontos, sét néhany esetben hasznalhatatlan
megoldast szolgaltat.

Jelolje a

v=A x+1 n>r 1.1
(n,1) (nyr)(r,l) (nl) ( ) ( )

javitasi egyenlet valamely kiegyenlitési probléma linearizalt kozvetitd egyenleteinek javitasra
kifejezett alakjat — ahol v a javitasok vektora, A a javitasi egyenletek egyiitthatomatrixa, X az
ismeretlenek- és | a tisztatagok vektora.



Amint ismeretes, egységsulyu mérések esetén a

v ' VvV =min. (1.2)
(Ln) (n.)
feltétel az

*

A | =n 1.3
(r,n) (n) (r,]) ( )
¢€s az
A A=N 1.4
(r,n) (n,r)  (r,r) ( )
jeloléseket felhasznalva kielégithetd az
Nx+n=0 (1.5)
(r,r)(r,l) (r,1) ()
nomalegyenletek altal, amelybdl
x=—N""n (1.6)

(r,1) (r,r)  (r,])

Az (1 .4) szerint képezhet6 N matrixot nevezziik az ( 1.5)-tel jelolt normalegyenletek
egyiitthatomatrixanak: (Megjegyezziik, hogy a tovabbiakba. valamely A matrix (vagy vektor)
transzponaltjat A”-gal, inverzét A~'-gyel és az inverzének transzponaltj &t A~ -gal jel5l-
juk.)

Lathato tehat, hogy a normalegyenletek N egyiitthatomatrixa és n vektora a javitasi egyen-
letek A egylitthatomatrixanak és | tisztatagjanak fliggvénye. Mivel a kozvetitd egyenletek
egyiitthatdi mérések alapjan szdmitassal meghatarozott mennyiségek, ezért a b) pont szerint
a megoldando ,.elméletileg pontos" egyenletrendszernek csupan egy kozelitését ismerjiik és
oldhatjuk meg. Ha az elméletileg pontos egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa létezik,
egyaltalan nem biztos, hogy a kozelitésnek is van egyértelmli megoldasa; mely azonos az
el6z6 megoldassal. Felmeriil tehat a kérdés, hogy valamely egyértelmii megoldassal rendel-
kez6 linearis egyenletrendszer egyiitthatdit mennyire lehet megvaltoztatni, hogy az 0j kozeli-
t0 rendszernek is sziikségképpen egyértelmii megoldasa legyen, és a két rendszer megoldasa
valamilyen értelemben elég kozel essen egymdashoz. Ezzel a kérdéssel fligg Ossze, hogy va-

lamely invertalhato N matrixot kicsit megvaltoztatva, az igy nyert N matrixnak milyen felté-

telek mellett van inverze, tovabba az N™' és az N~' matrix eltérése milyen feltételek esetén
lesz valamilyen értelemben kicsi.

Vezessiik be ezek utdn a stabil és az instabil inverz matrix fogalmat. Valamely inverz mat-
rixot stabilnak neveziink, ha az eredeti matrix elemeinek kicsi valtozdsa az inverz matrix
elémeinek ardnyos kis megvaltozasat eredményezi, ellenkezd esetben pedig instabilnak
mondjuk [12].

A stabil inverz matrix eredeti matrixat jol kondicionalt (j61 meghatarozott), az instabil in-
verz matrix eredeti matrixat pedig gyengén kondicionalt (gyengén meghatarozott) matrixnak
nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a matrixok kondicionéltsaga jol jellemezhetd az un. kondicidsza-
mukkal. A tovabbiakban az ismertebb definiciok koziil valamely N matrix kondicioszaman a



rnax|/1i|

cond(N) = (1.7)

min|ﬂl.|

szamértéket (az Gn. Todd-féle szamot) értjiik, ahol A, (i=1, 2, ..., r) az N matrix sajatértékei.
A definicié szerint jol kondicionalt matrixok kondicidoszdma kicsi; gyengén kondicionalt
matrixok kondicidoszdma pedig igen nagy [12, 14].

Ha valamely gyengén kondicionalt matrix elemei csak kozelitdleg ismerétesek, akkor ez a
matrix a gyakorlatban konnyen szingularisnak mutatkozhat. Eléfordulhat ugyanis, hogy az
,elméleti" matrix determinansa zérustol kiilonbozik, de a matrixnak akar egyetlen elemét is a
mérési vagy a szamitdsi pontossagon beliil megvaltoztatva zérus determinansi matrixot ka-
punk. Példaul az

AN 2N O N
o 0 3 W
w O &N b

matrix determinansa ¢ =0 esetén det(N) =1, viszont & =—1/156 esetén det(N) =0, tehata

matrixot gyakorlatilag szingularisnak kell tekinteni [12].

Olyan egyenletrendszer esetében, amelynek matrixa gyengén kondicionalt, az egyiitthatok
egészen kicsi megvaltozasa a megoldasvektor nagysagrendekkel torténd megvaltozasat ered-
ményezheti. Vizsgéljuk meg példaul az

X, +100.0x, —101.0
X, +100.1x, =100.1

egyenletrendszert [ 12]. Az egyiitthatomatrix (1.7) szerinti kondicidoszdma igen nagy, tehat a
matrix gyengén kondiciondlt. Az egyenletrendszer megolddsa x, =1; x, =1. Az egyenlet-
rendszer els@ sordnak elsd egyiitthatojat mindossze —1/1011 értékkel megvaltoztatva
x; =101.1; x, =0 adodik !

Végiil szeretnénk azt szemléltetni, hogy bizonyos kiegyenlitési problémak eleve gyengén
kondicionalt matrixi normalegyenletekhez vezetnek [11].

(Ezeket a problémakat gyengén kondicionalt kiegyenlitési problémaknak nevezhetjiik.)
Tekintstlik példaul az alabbi esetet [11]! Legyen a javitasi egyenletek egylitthatomatrixa

e R = N
o o 0o 9 o
S O 9 O O =
o o0 0 o
S T e e

ahol J tetszdleges valtozd. Az (1.4) szerint



1+62 1 1 1 1
1 1+6% 1 1 1
N=A'A=| | 1 1+6% 1 1
1 1 1 1+8* 1
1 1 1 1 1467

amelynek az (1.7 ) definicid szerint a kondicidszama 6 — 0 esetén
lim cond(N) = lim(5+ 82)6 * =
00 0—0

Hasonl6 példak nagy szamban talalhatok, a targyaldsuktol azonban eltekintiink.

Az eldbbi példa mintdjara léteznek olyan kiegyenlitési problémak, amelyek eleve gyengén
meghatarozott matrixii normalegyenletekhez vezetnek. Azt is tudjuk, hogy valamely gyengén
kondicionalt egylitthatomatrix esetében az egyiitthatokat a mérési vagy a szamitasi pontossa-
gon beliill megvaltoztatva a megoldasvektor akar nagysagrendekkel is megvaltozhat. Ilyen
esetekben pedig a normdalegyenletek feldllitasan és megoldasan keresztiil vezetd kiegyenlitési
eljaras hasznalhatosagat kétségbe kell vonnunk. A b) pont értelmében gyengén kondicionalt
kiegyenlitési problémak esetében a fenti kiegyenlitési modszer hasznéalata nem célravezetd,
tehat sziikségesnek tlinik egy olyan mddszer ismerete, amely a normalegyenletek egytittha-
tomatrixanak gyenge meghatdrozottsdga esetén is kielégité megoldést biztosit.

A kovetkezOkben olyan matematikai modellt vazolunk fel, amelynek alkalmazéséaval
megkeriilhetd a normalegyenletek felllitasa és megoldasa, és amely a javitasi (vagy a feltéte-
li) egyenletek egytitthatomatrixabol bizonyos matrix-transzformaciok alkalmazasaval kozvet-
leniil szolgaltatja a megoldast. Ez a mddszer - az Gn. matrixortogonalizacios eljaras — a nor-
malegyenletek megkeriilésével gyengén meghatarozott kiegyenlitési probléméak megoldasara
is hatékonyan alkalmazhat6 [7].

A szbban levd kiegyenlitési eljaras targyalasa eldtt azonban célszeri roviden attekinteni a
sziikséges matematikai alapfogalmakat.

2. Ortogonalis matrixok és a matrix-ortogonalizacié alapelve

Mint ismeretes, valamely valds kvadratikus W matrix akkor ortogonalis (ortonormalis), ha a
W* transzponaltja megegyezik a W' inverzével:

wW'=w" 2.1)
vagy masképpen
WW* =W'W =E (2.2)

ahol E egységmatrix [14].
A definiciokbol az ortogonalis (ortonormalis) matrixok néhany fontos tulajdonsaga kovet-
kezik:

1. ortogonalis matrix sorai €s oszlopai paronként ortogondlisak. A W =[w; ] jeloléssel

i # J esetén:



n
k=1

és
n
k=1

2. Ortogonalis matrix barmely sordnak vagy oszlopanak elemeibdl alkotott négyzetosszeg 1-

gyel egyenlo:
SIS
k=1 k=1

3. Ortogonalis matrixok inverze ¢€s transzponaltja szintén ortogonalis. Ugyanis a (2.1)-ben
transzponalt matrixokra attérve:

(W) = (W*) =W = (W)

El6szor megmutatjuk hogyan allithatjuk elé valamely tetszéleges A matrix ortogonalis

oszlopokkal rendelkezé °W , vagy ortogonalis sorokkal rendelkezé W matrixat.
Legyen a kovetkez6 valos kvadratikus méatrixunk:

a4y ay,
A= ar; Ay ar,
anl an2 ann

ay;
a; =\ .
a,
igy
A == [al a2 ann an ] .
Legyen a tovabbiakban az A matrix nem szingularis, tehat a, a, ... a, vektorok li-

nearisan fiiggetlenek.
Keressiik a °W ortogonalis oszlopokkal rendelkez8 matrixot is a

W=[w, w, .. w,]

alakban, ahol w; (i =1, 2, ... n) akivant ortogonalis oszlopok.
Legyen



w, =a, (2.3)

majd bontsuk fel az a, vektorta s ,w, és a w, komponenseire ugy, hogy a h,w, irdnya

egybeessen a W, iranyaval, a w, pedig merdleges egyen erre [8, 16] — ahogyan az 1. abran
is lathat6. Ekkor

a W, ésa W, skalarszorzata pedig a merdlegesség (ortogonalitds) miatt zérus:

n
E WaWia =0,
k=1

vagy a szokasos j eloléssel:
(W;,w;,)=0. (2.5)

Hasonloképpen bonthatjuk fel az a; vektort is hdrom komponensére: 4, W,, h,;W, és
W ; ugy, hogy az els6 két komponens irdnya egybeessen w, és a W, iranyaval, a w, pedig

merdleges ezekre — ahogyan az 1. abran lathato.

W;

W= a,
1. abra
Ekkor
ay =h;W, +h,;W, + W, (2.6)
¢s az ortogonalitis miatt

(W;,w3)=0
2.7)

(Wy,w;)=0

Tovabb folytatva, az A matrix n-ik oszlopa igy irhato:



a,=h,W,+h, W, +...+hn,1,nw,H +wW, (2.8)

¢s az ortogonalitds miatt

(W,w,)=0
(Wy,w,)=0
...................... (2.9)
W,_,w,)=0

A (2.3) +(2.9) osszefliggésekbol mar konnyen meghatarozhatjuk a ..., w; , ..., W, , ...
vektorokat és a f; egyutthatokat. A &; értekek meghatarozasa érdekében szorozzuk meg

el6szor a (2.4) mindkét oldalat. skalarisan a vektorral, és vegyiik figyelembe a (2.7) Ossze-
fliggést. Ekkor

(@y,wy)=h, (W, W)

¢s ha az A matrix nem szingularis, akkor

a=w, =20
tehat
(W,;,w,;)=0
¢s igy
b= _(a,,wy)
(W, W)

Hasonloképpen a (2.6) mindkét oldalat megszorozva W, -vel, illetve W;-mal, tovabba fi-
gyelembe véve a (2.7) dsszefliggéseket

@z, W) =rhj;(w;,w))
(@3, W,) =hy;(W,,W,)

¢s ebbdl ha A nem szingularis

_ (a;,w,)
B(w,wy)
h (a3’ 2)
BT (wo,wy)
Tovébb folytatva az eljarast
a,w, ..
hy=£4——l (i<)) (2.10)
(wiawi)

vagyisa h; egyiitthatok a



sorrendben meghatarozhatdk és ezzel a keresett

W, =aq
W, =a, —/h,w,

ortogonalis vektorrendszer eldallithatd. Ugyanez rovidebben:

(2.11)
i-1
a.,w ,
wi:ai—Z—(’ Dw,  (i=2.3..n)
) (W, W)
Végiil tehat az A matrix felirhato az alabbi két matrix szorzataként:
4 a2 Ay Wi Wi Wy, | 1Ry,
a, a4y Ay | _|War W o Wy 0 1 .. hy,
a, 4, .. a,, Wa Wy oo W, |0 0 1
vagy rovidebben
A =°WH (2.12)

(n,n) (n,n) (n,n)

ahol °W = [w;; ] ortogonalis oszlopokkal rendelkez8 matrix (amely oszlopaibol alkotott vek-
torok paronként merdlegesek egymasra), a H=[#;] pedig felsé haromszogmatrix, a foatloja-

ban csupa egyesekkel.
Hasonlo felbontas végezhetd el, ha az A matrix sorait tekintjiik vektoroknak és ezeket
ortogonalizaljuk. Ekkor

A =H W (2.13)
(n,n)  (n,n) (n,n)

hol a H' mosd als6 haromszogmatrix a f6atlojaban csupa egyesekkel, a W pedig ortogona-
lis sorokkal rendelkezé matrix.



Kijelenthetjiik tehat, hegy barmely nem szingularis valés matrix felbonthat6 egy ortogona-
lis oszlopokkal rendelkezd matrix és egy fels6 haromszogmatrix szorzatara (2.12) ; vagy pe-
dig egy als6 hidromszogmatrix és egy ortogondlis sorokkal rendelkezd matrix szorzatara
(2.13).

Masodik lépésként megmutatjuk, hogy barmely valds ortogonalis sorokkal vagy oszlo-
pokkal rendelkez6 matrix felbonthatd egy ortogonalis és egy diagonalmatrix szorzatara.

Tudjuk, hogy ha valamely valos matrix oszlopai ortogonalis vektorrendszert képeznek,
akkor e matrix transzponaltjanak és magéank a matrixnak a szorzata diagonalmatrixot ered-
ményez, mivel

. =0 ha i#j
d.. = w.w,. =(W. W .
/ ;’”"f (Wi W) {7&0 ha i=j

az ortogonalitas miatt. [gy tehat

*

°W °W=D (2.14)
(n,n)  (n,n)  (n,n)
ahol
0 d
D= 2
0 O d,,
diagondlmatrix. Mivel
d;= ngi >0
k=1
ezért bevezetjiik a
g =+d; >0
értekét és ennek segitségével definidljuk a
g 0 .. 0
0 .. 0
G- &2
0 0 g,

matrixot.
Belathato, hogy D =G?, ezért (2.14) igy is irhato:
W’ oW =G>
(n,n) (n,n) (n,n)

amibol

G'°W °WG!' =E

Mivel (G =G™, ezért

10



CWG ') °WG')=E
tehat a (2.2) értelmében a
WG =W (2.15)

ortogonalis matrix, vagyis a °W ortogonalis oszlopokkal rendelkezé matrix a

‘W-W G (2.16)
(n,n)  (n,n)(n,n)

formaban felbonthatd egy ortogonalis €és egy diagondlmatrix szorzatdra. Hasonloképpen igen
egyszerlien belathat6, hogy

SW=G'W' . (2.17)

A (2.15) Osszefiiggés a szdmunkra azért fontos, mert megadja, hogyan allithatunk el6 or-

togonalis matrixot ortogonalis oszlopokkal rendelkezé matrixbol. A (2.15)-ben szerepld G~
az eddigiek alapjan igy irhato:

_ | T )
—_— 0 0 _— 0 0
V(W wy) ”Wl”E
1 1
_ 0 N 0 0 0
G = V(W,,W,) - ||w2||E
; O . ; ; 1
] w,.w,) | | 7wl |

ahol a

W, =(w,;,w,) :\/wfi W, A+ W

a W, vektor euklideszi normédja. A (2.15) 0sszefliggés alapjan vilagos tehat, ha valamely or-
togonalis oszlopokkal (sorokkal) rendelkezd matrixot ortogonalis matrixsza kivanjuk transz-
formalni, akkor a megfeleld oszlopokat (sorokat) normalizalni kell, ami azt jelenti, hagy az
oszlopok (sorok) valamennyi elemét el kell osztanunk a megfelelé oszlop (vagy sor) elemei-
nek négyzetdsszegébdl vont négyzetgyokével, azaz euklideszi normajaval.

A most felirt Osszefliggéseken alapszik az ortogonalizacios eljaras, amelyet Gram-
Schmidt eljarasnak nevezziink [17] — és amellyel valamely valos, nemszingularis A matrixot
egy W ortogonalis matrixsza tudunk transzformalni:

(2.182)

W, =a,- ) (3, W)W, (2.18b)

11



W, :f"—f (i=2,3,...,n) (2.18¢)
Wi,

Lathatd, hogy ez annyiban kiilonbozik a (2.11) transzformaciétol, hogy itt normalizéaljuk is
az oszlopokat. Ebben az esetben

A="WH=WGH=WR (2.19)
ahol nyilvanvaloan R=GH ¢s
ri=[a,
ry =(@;,W;) (2.20)
i =W,

A (2.18) ortogonalizacios eljarasnak ismert egy masik moddositott valtozata is, amelyet
Gram-Schmidt eljarasnak neveziink. Ez abban kiilonbdzik a (2.18) eljarastol, hogy a W, vek-

torokat nem a (2.18b) szerint, hanem a kovetkezoképpen képezziik:

(ai)(l) = ai
@) =@)" -(@)",w,)w, 2.21)
(k=1,2, ..i—1)
w,=(,)"

A (2.18b) ¢és a (2.21) algebrailag ekvivalens eljarasok, azonban gépi szamitasoknal az
utobbi alkalmazasa eldnydsebb [13].

3. Az altalanositott matrix-ortogonalizacio alapelve

A kovetkezdkben olyan matematikai mddszert vazolunk fel, amely kozvetleniil alkalmas
a kiegyenlitd szamitas alapfeladatainak megoldasara [7].

Particionaljuk valamely A matrixot az

S
A, A,
RIS

formaban, ezéltal az A hipermatrix elemei az A , A, , A , A, blokkok (almatrixok)

lesznek. Nevezziikk a paratlan indexii almatrixok egyiittesét bal oldali, a paros indexli
almatrixok, egyiittesét pedig jobb oldali matrixblokknak. Az ortogonalizacié soran az A,
blokknak kitiintetett szerep jut, ezért fundamentalis matrixblokknak nevezziik.

12



Az altalanositott matrix-ortogonalizacids eljaras feladata az A hipermatrix transzforma-
cidja egy azonos strukturaju

. (W | W
W=| L] 2 o (3.2)
W, [ W, |}n
- 5
hipermatrixba. Az
AW (3.3)

transzforméciot két 1épésben hatjuk végre a kdvetkezokben bemutatott algoritmus alapjan.
Elészor az A bal oldali matrixblokkjat transzformaljuk a W matrix megfeleld bal oldali
matrixblokkjaba (2.18), illetve a (2.21) eljarés segitségével. Ezt a transzformaciot ugy kell
végrehajtanunk, hogy a (2.21)-ben szereplé ((a,)™’,w,) skaldrszorzatokat, valamint a

(2.18)-ban szerepld ||a1||E és ||“~,’||E vektornormakat csak a fundamentélis matrixblokk eleme-

it felhasznalva képezzik. — Frdemes megjegyezniink, hogy az altalanositott matrix-
ortogonalizacid lényeges-, €és a kiegyenlitd szamitasban valo alkalmazhatosaganak szempont-
jébol alapvetéen fontos tulajdonsdga, hogy altala nem kvadratikus matrixok is
ortogonalizalhatok. Ennek megfelelden a (2.13) altal leirt transzformaciot ugy kel kezelniink,
mintha kvadratikus matrixot transzformalnank, de a transzformaciot csak az  i=1,2,...7
(r > n) oszlopig végezziik el. igy a (2.19)-ben szerepld6 W matrix ortogonalis oszlopokkal
rendelkezé matrix lesz, amely oszlopai tehat egymasra ortogondlisak és normalisak. — Ezek

’ . ’ . ” , . v , , , )
utan rendezziik at az indexeket az egyszertibb attekinthetség erdekeben tgy, hogy az a;
0]

vagy W’ a j-edik indexii blokk i-edik oszlopat jeldlje. Ekkor :

{ail)}
m O
{W1 } ) ;
w a

3 1 ||g

o k) (k)
ai) = ag) —((a(i))<k> w(k)) ng)
a | " |av 2N (3.4)

PNVY)}
Q! G ()
{wl’}_ w;
NG
w | |w,
@=2,3,..r ; k=12,..i-1)
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Ezt kovetden kell az A jobb oldali matrixblokkjat transzformalni a W matrix megfeleld
jobb oldali matrixblokkjaba a

w!) a? 1 o w®
{w(”} L(J Z(a“w“){ (k)} (3.5)

algoritmussal, ahol az @’ , illetve a W' szintén az A, , illetve a W, blokkok i-edik oszlo-

pat jeloli. Lathato, hogy a sziikséges skalarszorzatokat itt is csak a fundamentélis matrixblokk
elemeinek felhasznalasaval képezhet;jiik.

Az eddigiek alapjan belathato, hogy a (3.3) transzformdcio a (2.19) és a (2.20)-szal 6ssz-
hangban a (3.1) és a (3.2) jeloléseinek megfelelden az alabbi felbontdsokhoz vezet:

W, =A, R.il
(n,r) (n,r) (r,r)
W, =A, -W, Wl* A,
(n,p)  (n,p)  (n,r) (r,n) (n,p)
-1
W, =A, R (3.6)
(m,r) (m,r) (r,r)
W, =A, -W, W A,

(m,p)  (m,p)  (m,r) (r.n) (n,p)

4. Az altalanositott matrix-ortogonalizacio alkalmazasa

Egyszerli példaként alkalmazzuk az altalanositott matrix-ortogonalizacié modszerét koz-
vetett mérések kiegyenlitésére egymastol fliggetlen ismeretlenek esetén [3, 7, 9]. Az egysze-
riség kedvéért egységsulyt mért mennyiségeket feltételeziink. Ekkor a megfeleld helyettesi-
tésekkel a (3.3) transzformacio

A |l W | v
(n,r) | (n,]) (n,r) (n,1)
- 4.1
E 0 R'| x (4.1)
(r,r) | (r,1) (r,r) (r,1)

alaku lesz, ahol (E) egységmatrix, 01) zérusvektor, a tobbi jelolés pedig mar az el6zd ré-

szekbdl ismeretes.

Amint lathato, a (4.1) matrix-transzformacié a kiegyenlités soran keresett v javitasok és
x ismeretlenek vektorat a megjelolt helyen kdzvetleniil szolgaltatja. A (3.6) Osszefiiggések
alapjan

W= AR 4.2)
(n,r) (n,r) (r,r)

v=I1-WW | 4.3)
(n,1) (n,1) (n,r) (r,n) (n,1)

x=—R W I (4.4)

(r,1) (r,r)  (r,n) (n,0)
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Igen konnyen belathato, hogy az igy adodo v és X vektorok algebrailag ekvivalensek a
szokasos Uton — vagyis a normalegyenletek felallitasan és megoldasan keresztiil szamitott v
¢s X vektorokkal. Ugyanis az (1.1) és az (1.6) a ( 2.19 ) felbontas alkalmazasaval igy irhato:

x=—A"A)" (A =[(WR) (WR)'(WR)I=—R'R)'R'Wl=-R'W’I
és
v=Ax+l=WRx+I=-WRR'WD+I=1-WW'l

ezek viszont megegyeznek a (4.3) és a (4.4) jobb oldalaval. — Ez rendkiviil fontos eredmény,
mivel azt bizonyitja, hogy a normalegyenletek kikeriilésével egyszeriibb iton ugyanarra az
eredményre jutunk, mint ami a normalegyenletek felallitdsdn és megoldasan keresztiil adod-
na!

5. Osszefoglalas és kovetkeztetések

Az elsd részben sz6 volt néhany hibaforrasrol, amelyek kiillonbozd kiegyenlitési felada-
tokban a leginkabb veszélyeztethetik a megoldas pontossagat.

Lathattuk, hogy a megoldas pontossaga szempontjabol igen fontos kovetelmény az egyes
kiegyenlitési feladatokhoz a legmegfelelobb numerikus matematikai modszer megvalasztasa.
Tudjuk, hogy léteznek olyan kiegyenlitési problémak, amelyek eleve gyengén kondicionalt
matrixil normalegyenletekhez vezetnek, és ezeknek a kiegyenlitési problémaknak a szokasos
uton torténd megoldasa — amely a normalegyenletek felallitasan és megoldasan keresztiil tor-
ténik — teljesen megbizhatatlan lehet. Ebben az esetben olyan numerikus mddszert célszerii
valasztani, amely megkeriili a normalegyenleteken keresztiil vezetd utat. Amint lattuk, az al-
taldnositott matrix-ortogonalizacios eljaras megkeriili a normalegyenletek felallitdsat és meg-
oldasat — ugyanakkor mivel ez az eljaras is a legkisebb négyzetek elvébdl indul ki, elvileg
ugyanarra a megoldasra vezet, mint amelyre a szokasos modszer.

Végiil érdemes néhany szo6t sz6lni a kiillonb6zd szamitasi modszerek un, numerikus stabi-
litdsarol. A [12] szerint két szamitasi modszer koziil annak nagyobb a numerikus stabilitasa,
amely a szamitasok soran kevesebb szamu ) a,b, tipusi szorzatdsszeg képzését igényli (fel-

tételezve természetesen, hogy az egyéb miiveletek igénye kozel azonos).
Kiszamithato, hogy a (4.1) altal szimbolizalt transzformacié soran dsszesen

r? +3r
2

szaml ) a,b, tipush szorzatosszeg képzése sziikséges ahhoz, hogy megkapjuk az x megolda-

sok ¢és a Vv javitasok vektorat. Ugyanakkor a masik modszer hasznalata esetén minddssze az
(1.5) normélegyenleteknek az (1.3) és az (1.4) szerinti eléallitdsdhoz

2 +r

szdmu szorzatdsszeg képzése sziikséges. Mivel

5 r’ +3r
re4r>
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¢s mivel a két szamitas egyéb miiveletigénye kozel azonos, ezért a [12] szerint (kiilondsen ha
n nagy) az ortogonalizacids eljards numerikusan stabilabbnak tekinthetd; foleg azért, mert
ekkor a szokasos modszerrel még csak a normalegyenletek felallitasdig jutottunk el — aminek
még hatra van a megolddsa — az ortogonalizacios mddszer pedig mar a teljes megoldast szol-
galtatta. Megjegyezziik, hogy a [7] a numerikus stabilitas kérdésével részletesen foglalkozik,
¢s mas Uton ugyanerre az eredményre jut.

Befejezésképpen meg kell még jegyezniink, hogy — mint minden moédszernek — az
ortogonalizacids eljaras alkalmazasanak is vannak korlatjai. Amint a masodik részben lattuk,
nem alkalmazhatd az ortogonalizacidos modszer akkor, amikor az A matrix oszlopaibol alko-
tott vektorok nem linedrisan fliggetlenek. Emellett bizonyos esetekben az ortogonalizacios
eljaras eredményeit is ronthatjak a kerekitési hibak, bar ugyanakkor a szdmitasi pontossag az
un. Gjra-ortogonalizalas modszerének alkalmazasaval tovabb javithato [4, 7], tehat a kerekité-
st hibak hatésa is csokkenthetd.

(Beérkezett: 1977. aug. 9-én.)
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Some Problems about the Choice of the Numerical Methods, and the Application of the Matrix Orthogo-
nalization Method in Adjustment
Dr. L. Vélgyesi
Summary

Some possible sources of errors are briefly outlined in case of application of computers for solving prob-
lems in adjustment and attention is called to the importance of selecting the best fitting numerical models. In
certain cases the usual way in adjustment, setting up and solving normal equations, is inefficient and the use of
the orthogonalization method is suggested. It is proved that both processes theoretically give the same solution,
but the solution by orthogonalization has the greater numerical stability.
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