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A szamitastechnika fejlodésével fokozatosan nének az igények az egyre
nagyobb meéretli linearis egyenletrendszerek megoldasara. A nagyméreti linedris
programozasi feladatok megoldhatdsdganak korlatait a szamitdgépek operativ (RAM)
memoria kapacitasa szabja meg.

A kiegyenlitési feladatok tobbségében az alakmatrixok rendszerint nagyon sok
zérus elemet tartalmaznak. Ebben az esetben a javitasi egyenletek képzésére
bemutatunk egy helytakarékos eljarast, amely lehetévé teszi nagy méretli matrixok
kezelését. Célszerti lehetdség ilyenkor a matrix ortogonalizacids kiegyenlitési eljaras
hasznalata, amely az ismeretlencket a kozvetitd egyenletekbdl a normalegyenletek
felallitasat kikeriilve kdzvetlentil szolgaltatja.

1. Sparse matrixok

A kiegyenlitd szamitasban az ismeretlenek szamanak linearis novekedésével a
normalegyenletek egyiitthatoinak szdma négyzetesen szaporodik. A kiegyenlitési
feladatok tobbségében a nagyméretli matrixok kezelésére az ad lehetdséget, hogy a
matrixok rendszerint nagyon sok zérus elemet tartalmaznak. Ezeket a sok zérus
elemet tartalmazo matrixokat ritkan kitoltott (sparse) matrixoknak nevezzik. A
kiegyenlité szamitasban fellépd sparse matrixok 4ltaldban specidlis alaka
szalagmatrixok (a zérustdl kiilonb6zé elemek a foatloban és azzal parhuzamos
vonalakkal hatarolt savban helyezkednek el). Vizsgalatainkban a sparse matrixok
struktardjaban nem feltételeziink semmiféle szabalyszeriiséget.

Lineéris egyenletrendszerek megolddsara és a matrixok invertalasdra nagyon
sok numerikus modszer ismeretes (Detrekoi, 1991). Ezek a sparse matrixok esetére is
alkalmazhatok, de nem mindegyikiik hasznalata célszerii a sok zérus elem folosleges
tarolasa ¢és kezelése miatt. Fontos megjegyezniink, hogy valamely sparse matrix
inverze altaldban nem sparse tulajdonsagli (Gergely, 1974), ezért ha a kiegyenlitési
feladatokban a kozvetitd egyenletek egylitthatd matrixa ritkan kitoltott, akkor a
normalegyenletek képzése és invertalasa helyett célszeriibb a kdzvetlen megoldas. A
kozvetlen megoldasra igen jO lehetdség a matrix ortogonalizacios eljaras (Charamza,
1971; Volgyesi, 1979, 1980), amely az ismeretleneket a kozvetitd egyenletekbdl a
normdlegyenletek felallitasat kikeriilve kozvetleniil szolgaltatja. A  matrix
ortogonalizacios eljaras alkalmazasa esetén az ismeretlenck szamanak mindossze az
szab hatart, hogy az operativ memoriaba legalabb két teljes matrixoszlopnak kell
egyszerre elférni.



2. A javitasi egyenletek helytakarékos képzése

Az aldbbiakban megadunk egy eljarast, amely alkalmazasdval ritkdn kitoltott
egylitthatomatrixok esetén a matrix ortogonalizdciés mddszerrel nagy ismeretlen
szamu kiegyenlitési feladatok oldhatok meg.

Az els 1épés a
v=Ax-I (1)

javitasi egyenletek A alakmatrixanak és a tisztatagok [/ vektoranak megfeleld
helytakarékos képzése. A helytakarékos tarolds céljabol egyetlen s segédvektorban
képezziik és taroljuk mind az A matrix, mind az | vektor elemeit.

Dont6 fontossagu, hogy a javitasi egyenletek felirasakor az A matrix elemeit
sorfolytonosan tudjuk meghatdrozni, ezért elsd 1épésben az s segédvektor megfeleld
részét is csak sorfolytonosan tudjuk feltdlteni. Ugyanakkor a matrix ortogonalizacid
sordan a matrix oszlopain kell a megfelelé ortogonalis transzformaciokat végrehajtani,
ezért késobb az s vektoron beliil a sorfolytonos tarolasi modrol at kell térni
oszlopfolytonos tarolasi formara.

Amennyiben az (1) javitasi egyenletek A alakmatrixa sok zérus elemet
tartalmaz, célszeri csupan a zérustdl kiilonbdz6 matrixelemeket megadni. Ekkor
viszont meg kell jeldlni a nem zérus elemek matrixon beliili sor és oszlop koordinatait
is, ami minden nem zérus elem esetén tovabbi két adat tarolasat igényli.

A kiegyenlitési feladat tényleges megoldasa soran el6szor alakitsuk ki az s
segédvektor szerkezetét az 1. abran  lathat6 modon! Az s vektor
sor+osz+2+adat+1 hosszisagu kell legyen (ahol sor = az A matrix sorainak -
vagyis a felirhat6 egyenletek szama, osz = az A matrix oszlopainak - vagyis az
ismeretlenek szama, adat=az A matrixban 1évé nem zérus elemek szama).

Az I. 1épés az s vektor 1étrehozasa és az elsé osz+71 elemének feltdltése
zérus elemekkel. Az s vektort a szamitogép memoridja 4ltal megengedett maximalis
méretlire kell valasztani, mivel ekkor még nem tudjuk az adat paraméter értékét.

A 2 1épés az A alakmatrix elemeinek képzése €s a nem zérus elemek
specialis elhelyezése az s vektorba. Mikozben az A matrix elemeit a

# 10000 * oszlopindex + sorindex + 0.1 * matrixelem 2)

formaban sorra elhelyezziik az s vektor osz+7 memoriacimétdl, egyuttal minden
egyes matrixelem beirdsakor az s vektor 71 - ... osz megfeleld rekeszében az
oszlopok szamlaléjanak értékét megnoveljiik 1-gyel. fgy a matrixelemek képzésének
befejezése utan az 1 - ... osz rekeszekben sorra megkapjuk, hogy az A matrix egyes
oszlopaiban hany darab nem zérus matrixelemet talaltunk.

(Nagyobb szamitasi pontossdg igénye esetén parosaval kiilonvalasztva
tarolhatjuk az osz+7 memoriacimtél a 70000 * oszlopindex + sorindex ¢és a hozza
tartozd tmatrixelem értékeket, igy nem foglalunk el értékes tizedeseket a sor és
oszlopindexek szamara a matrix egylitthatok rovasara.)



} Az A matrix és az | vektor elballitasa az S segeédvektorban: \
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© = sorra megmutatja azon rekeszek cimét, ahol tj oszlopindexek kezd6édnek
a © -ban

® = csak sorindexek oszlopfolytonosan

@ =csakaz A matrix elemei oszlopfolytonosan

® = ajobb oldal (a tisztatagok) vektora
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A 3. 1épésben a 0 - ... osz+1 memoriarekeszek tartalmat atalakitjuk, és az
egyes oszlopokban taldlhaté nem zérus matrixelemek szdma alapjan (ezeket sorra
Osszeadva) meghatarozzuk, hogy az s vektor o0sz+71 - ... osz+adat teriiletén a
végso 7. fazis utdn mely memoriacimeken kezdddnek majd az 0j oszlopindexekhez
tartozé sorindexek és matrixelemek.

A 4. lépésben az s vektor osz+1 - ... osztadat terliletérdl a
sorfolytonosan tarolt (2) tipusu adatokat oszlopfolytonosra atrendezve athelyezziik az
s vektor osz+adat+1 - ... 0sz+2+adat memoria teriiletére.

Az 5. lépésben az s vektor osztadat+1 - ... osz+2xadat teriiletérdl
valtoztatas nélkiil visszahelyezziik az adatokat az eredeti osz+71 - ... osz+adat
memoria teriiletre.

A 6. Iépésben képezzikk a tisztatagok | vektorat és az értékeket
sorfolytonosan betdltjiikk az s vektor osz+2=adat+1 - ... osz+sor+2+adat teriiletére.

Végiil a 7. Iépésben az s vektor osz+71 - ... osz+adat teriiletén tarolt
adatokbol szétvalasztjuk a sorindexeket és a matrix elemeket. A sorindexeket
oszlopfolytonosan az s vektor osz+7 - ... osz+adat teriiletén, a matrix elemeket
pedig az osz+adat+1 - ... osz+2+#adat teriileten képezziik.

Ezzel kialakitottuk az s vektor /. abran vazolt végleges szerkezetét:

- a 0 - ... osz teriileten sorra megtalaljuk hol kezdodnek az 1j
oszlopindexek az s vektoron beliil (az o0sz+7 megadja az elso matrix elem cimét),

-az o0sz+1 - ... osz+adat teriileten sorra megtalaljuk a matrix elemekhez
tartozo sorindexeket oszlopfolytonosan,

- az osz+adat+1 - ... osz+2+adat teriileten taroljuk oszlopfolytonosan a
matrix elemeket,

-az osz+2+adat+1 - ... osz+sor+2+adat teriileten a tisztatagok talalhatok.

3. A matrix ortogonalizacios eljaras alapelve
A kovetkezd 1épés az adatok elOkészitése a matrix ortogonalizacids

kiegyenlitési eljards szdmara, - amihez viszont ismerniink kell az eljaras alapelvét
(Charamza, 1971; Strang (1976); Vélgyesi, 1979, 1980). Ezt a

3

hipermatrix transzformacié szemlélteti, ahol A a javitasi egyenletek
egyiitthatomatrixa, | a tisztatagok vektora, E egységmatrix, 0 zérus vektor; W
egy ortogonalis oszlopokkal rendelkezd matrix, G”’ pedig egy felsd
haromszogmatrix.

A (3) transzformacid algoritmusanak szemléltetéséhez vezessiik be az alabbi
jeloléseket: legyen @ az A matrix j -edik oszlopa, w; a W matrix j -edik
oszlopa, € az E matrix j -edik oszlopa, és végiil jelolje g; a G matrix j -edik
oszlopat! Ezekkel a jelolésekkel a (3) matrix transzformacid az aladbbi lépésekben
hajthat6 végre:



_ei_<1> L€ ]

_w;} _{aj} @)
95 ®ily)

majd ezt kdvetoen

D semly

ahol Ha1HE és HWJHE az as illetve a w; oszlopvektorok euklideszi norméja, az

((aj)<k> ,wk) az (a;),, illetve a wj oszlopvektorok-, az (I,Wk) pedigaz I és

a wy vektorok skalaris szorzata.

A (3) matrix transzformacié a keresett X; ismeretleneket és a v; javitdsokat
az x illetve a v vektor helyén kozvetleniil szolgaltatja. Az X; ismeretlenek
variancidjat és kovariancidit a

Q, =G"(G")

stilykoefficiens matrix tartalmazza, ahol (G™)" a G™' transzponaltjat jeloli.
A  matrix ortogonalizaciés kiegyenlitési eljards tovabbi részleteinek
targyalasaval itt nem foglalkozunk, ezek korabbi publikaciokban megtalalhatok.

4. Az ortogonalizacio gyakorlati végrehajtasa

A fentiek ismeretében kell eloallitanunk a



A

hipermatrix oszlopait az § vektor adatai alapjan. Az A oszlopait Ggy kell
eldallitani, hogy most mar a zérus elemeket is be kell irni, és sorrendben egyenként
kiils6 tarolon elhelyezni. Ha valamennyi oszlopot elhelyeztiik a kiilsd tarolon, akkor
elkezdhetjiik az ortogonalizaciot a (4) €s az (5) algoritmus szerint: beolvassuk az elsd
uj oszlopot, normalizaljuk és visszairjuk a kiils6 taroloba; beolvassuk a masodik j és
az elsd (normalizalt) oszlopot, ortogonalizaljuk a madasodikat az elsé oszlopra,
normalizaljuk és visszairjuk a kiilsd taroloba; beolvassuk az elsé normalizalt és a
harmadik 1j oszlopot, ortogonalizaljuk a harmadikat az elsé oszlopra, beolvassuk az
els6 oszlop helyére a masodik (mar az elsd oszlopra ortogonalizalt és normalizalt)
oszlopot, ortogonalizaljuk erre a masodik oszlopra is a harmadikat, majd normalizalva
visszairjuk a kiilsd taroloba; ... a folyamatot addig folytatjuk, amig az utolsé oszlopot
is ortogonalizaljuk az dsszes eldtte 1évd oszlopra, azonban az utolséd oszlopot mar nem
szabad normalizalni. Ekkor az utolsé oszlop elsé n db eleme a javitasokat, az utolso
r db eleme pedig a keresett ismeretleneket fogja tartalmazni.

Mivel a tényleges ortogonalizdcid az operativ memoriaban torténik, a fenti
modszer esetében a megoldhatd feladat méretének (az ismeretlenek maximalis
szdmanak) az szab hatart, hogy az operativ memoriadban legalabb két teljes
matrixoszlopnak kell egyszerre elférni. A szamitds sebessége fokozhatd, ha az
operativ memoriaba egyszerre tobb oszlop is befér az ortogonalizaci6 soran.

5. Alkalmazasok

A fenti modszert sikeresen alkalmaztuk a gravitacios haldzatok kiegyenlitése
¢s az Eotvos-inga mérések alapjan végezhetd fiiggdvonal elhajlds interpolacid
megoldasara (Volgyesi, 1995). Mindkét probléma megoldasa sordn kedvezd
tapasztalatok adodtak az ismeretlenek nagy szdma esetén mind a numerikus stabilitas
mind a szamitas elvégzéséhez sziikséges ido tekintetében.

A szerz ezuton koszoni meg a T-030177 sz. OTKA, valamint az MTA
Fizikai Geodézia és Geodinamika Kutatdcsoport altal a fenti vizsgélatok elvégzéséhez
nyujtott tamogatast.
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Treatment of large sparse matrices by computers in adjustment

L. Vélgyesi
Summary

In majority of adjustment problems matrices of observation equations contain
a lot of zero elements. It is presented a special method for creation of observation
equations which give us a good possibility to treat large sparse matrices in
adjustment. Matrix orthogonalization is a suitable adjustment method in this case,
which serves the unknowns directly from the observation equations, evading creation
of normal equations.
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