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A jelen dolgozat egy cikksorozat része, amelyben a Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékén kifejlesztett sorfejtéses inver-
zi6s modszeren alapulo adatfeldolgozasi/értelmezési eljarasokat mutatjuk be. Az els6 dolgozatban a Fourier-transzformaci-
ot ujszerti megkozelitésben inverz feladatként targyaltuk Gigy, hogy a frekvenciaspektrumot sorfejtéssel kozelitettiik, inver-
zios valtozonak a sorfejtési egyiitthatokat tekintve. A masodik dolgozatban a sorfejtéses inverzié modszerét a mélyfurasi
geofizikai adatok feldolgozasara alkalmaztuk ugy, hogy a petrofizikai paramétereket — mint a mélység fiiggvényeit — sorfej-
téssel kozelitettiik, a sorfejtési egylitthatokat az inverzios eljaras keretében allitottuk eld. A harmadik dolgozatban a sorfej-
téses inverzido modszerével a gerjesztettpotencial- (GP-)adatok feldolgozasara mutattunk be (j modszert. Folytatva az alkal-
mazési lehetSségeket, ebben a dolgozatban a ME Geofizikai Tanszék és a BME Altalanos és Felsdgeodézia Tanszék
egyiittmiikodése keretében korabban kidolgozott 2D eljaras tovabbfejlesztésével bemutatjuk a nehézségi erétér 3 dimenzios
potencialfiiggvényének inverzids eléallitasat EGtvos-ingaval mért adatok, nehézségi gyorsulds mérésének, fliggévonal-el-
hajlas értékeinek és digitalis terepmodell adatainak egyiittes felhasznalasaval. A modszerrel nem csupan az Edtvos-inga
mérési pontjaiban, hanem ezek kornyezetében (a mérési teriilet barmely pontjaban) is meghatarozhato a teljes E6tvos-
tenzor, és igy megkaphatjuk az E6tvos-ingaval kdzvetleniil nem mérhetd vertikalis gradiensértékeket is. Ezzel egyszert le-
hetdség adodik az Eotvos-inga-mérések atszamitasara kiilonboz6 magassagokra, és megoldhato a nehézségi erdtér potenci-
al-szintfeliileteinek analitikus meghatarozasa.

Dobroka, M., Volgyesi, L.: Series expansion based inversion IV.
Inversion reconstruction of the gravity potential

The present study is part of a series of articles in which data processing/interpretation methods are presented which are based
on series expansion inverse technique developed by the Department of Geophysics, University of Miskolc. In the first paper
the Fourier transform was discussed in a new approach as an inverse problem so that the frequency spectrum was approxi-
mated by series expansion and the inversion variables were regarded as series expansion coefficients. In the second article
the series expansion inverse method was applied for borehole geophysical data processing so that the petrophysical param-
eters — such as functions of depth — were approximated by series expansion, the series expansion coefficients were produced
within the confines of the inversion method. A new method which processes induced potential (IP) data by series expansion
inversion method was presented in the third paper. Now as a continuation we developed the former 2D solution which was
claborated by cooperation between the Department of Geophysics, MU and the Department of Geodesy and Surveying,
BUTE, and an inversion reconstruction of 3D gravity potential is presented in this paper which is based not only on the tor-
sion balance and gravity measurements, but also on the deflections of the vertical and digital terrain model data. Applying
this method the elements of the full E6tvos tensor including the vertical gradients which are not directly measurable by
torsion balance can be determined not only in the torsion balance stations, but anywhere in the surroundings of these points.
This gives a simple possibility to transform the torsion balance measurements to different heights and the analytical deter-
mination of the equipotential surfaces of the gravity field.
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Bevezetés

Magyarorszagon a mult szazadban kozel 60000 mérést
végeztek Eotvos-ingaval elsésorban asvanyi nyersanya-
gok kutatasa céljabol. Napjainkban erre a célra mar 1énye-
gesen hatékonyabb kutatdsi modszereket alkalmaznak,
ezért az E6tvos-ingaval végzett mérések geofizikai hasz-
nositasa helyett a geodéziai hasznositas keriilt el6térbe. A

geofizikai alkalmazéasok céljara kordban csak a ., és a
W., horizontalis gradienseket dolgoztak fel, a W, és W,,
gorbiileti adatok eddig feldolgozatlanok maradtak. A geo-
déziaban viszont éppen a gorbiileti gradiensek alapjan
szamithatok fliggévonal-elhajlasok, amelyeknek tobbek
kozott a geoid finomszerkezetének meghatarozasa szem-
pontjabol van nagy jelentdsége (Volgyesi 1993, 1995,
2001, 2005).
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Az Eotvos-ingaval végzett mérések geodéziai célu fel-
hasznalasi lehet6ségei a legutobbi idokben tovabb boviiltek
(Volgyesi et al. 2005). A W., és a W., horizontalis gradiensek
felhasznalasaval a nehézségi erdtér, illetve a gravitacios
anomalidk hatarozhatok meg interpolacioval (Volgyesi et
al. 2004, 2007), a W., és a W., horizontalis gradiensek és a
Wa és W,, gorbiileti adatok egyiittes felhasznalasaval pedig
a vertikalis gradiensek allithatok eld az E6tvos-ingaval vég-
zett mérési pontokban (Haalck 1950, Toth et al 2004, 2005,
Toth 2007).

Valamennyi probléma megoldasa szempontjabol nagy je-
lentésége van a potencialfiiggvény eldallitdsanak. Ameny-
nyiben meg tudjuk hatarozni a nehézségi erétér potencial-
figgvényét, ebbdl megfeleld iranyu elsdé derivaltakkal el
tudjuk allitani az er6tér vektoranak osszetevoit, a masodik
derivaltak pedig az E6tvds-tenzor elemeit adjak. Az altalunk
korabban kidolgozott 2D eljarassal megoldottuk a W, és a
W.,, Edtvos-inga-mérések alapjan a nehézségi erdtér poten-
cidlfiiggvényének ¢€s a potencialfiiggvény valamennyi fon-
tos derivaltjanak inverzids eldallitasat (Dobroka, Volgyesi
2005, 2008). Az alabbiakban a 2D eljaras tovabbfejlesztésé-
vel a nehézségi erétér 3D potencialfiiggvényének inverzios
rekonstrukcidjara adunk megoldast. A 3D inverzids algorit-
mus ellendrzésére a Szabadszallas—Kiskdrds kornyéki, ko-
zel 750 km’ kiterjedésti teriileten végeztiik kisérleti szamita-
sokat. A javasolt modszerrel lehetség nyilik az eddig alkal-
mazott interpolacios modszerek pontossagat feliilmulo sza-
mitasok elvégzésére és a korabban alkalmazott eljarasok
soran felmeriil6 bizonyos problémdk athidalasara. Ezzel
kapcsolatos kutatasainkban tobb részletkérdés még tiszta-
zasra szorul, azonban a modszer bizonyitottan jol mikodik.

Az inverziés algoritmus

frjuk fel a nehézségi erétér potencialfiiggvényét valamely
bazisfiiggvényrendszer szerinti sorfejtés alakjaban!

Ne Ny N
W(x,y,2) =22 > BV W,y Vi(2), (1)
i=1j=1k=1
ahol /=1i+ (j— 1)N, + (k— 1)N;N,.

Bazisfiiggvényekként pl. hatvanyfliggvényeket alkalmaz-
hatunk. Az 1 index a konstans tagot jeldli, és mivel a poten-
cial konstans erejéig egyértelm, ezértazi =j = k = 1 eset
kizarhato.

Az (1) potencial masodik derivaltjaiként egyszertien el6-
allithatjuk az E6tvos-ingaval mérhetd gorbiileti adatok (Wa,
W), illetve a horizontalis gradiensek (W-., W-,) elméleti ér-
tekeit:

W = OW._ SO B ()W () W(2), (2a)

Il
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I
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i O'W _ ZZZ BV, W,V ), (2)

Wzsyzémiloll — 82 W = i Z ZBIW (x)w (y) lp‘k (Z) (Zd)

ahol a W' (x), ill. W"(x) tipusi mennyiségekben a vesszd a
zardjelben levé koordinata szerinti elsd, ill. masodik deri-
valtat jelenti. Vezessiik be a g-ik (x,, 4, z;) mérési pontban
az alabbi jeloléseket!

Su =W (x) W) (v,) Wi(z,),

Qu =AY, ) Vilx) = ;0 W' ()} Wi(2,),
Dy =V (x)¥;(y) Vi (),
Fu=W () Wilx) V' (),

amelyekkel a (2) Eotvos-ingaval kapott adatok a g-ik pont-
ban:

(q) szamitott __

ZB,
— Z B,

Z BD,,
- ;B,

q) szamitott

W (g) szamitott
y

ahol M= N, N, N.— 1 a sorfejtési egyiitthatok szama, Sy, Oy,
D, Fy pedig ismertek.

Az inverzids eljarashoz sziikséges els6 derivaltak igy ir-
hatok:

z%ziz > B W0 W (@),
W:%:ZZZBW OV () Vi(2),
W= 53 iBW(x)W W),

¢és szlikség van a

_ oW _ ﬁz”zgwx)w OLNE

2
oz im1j=1k=

masodik derivaltra is. Alkalmazzuk a g-ik (x,, v, z,) mérési
pontban az alabbi jeldléseket!

Ay =Tilx,) V() Vi (2,),
Co=W"(x)V;(y) Vi),
Hy = Vi(x) ¥, (y) Vi(z,),
Ry =Wilx)W;(y) V. (z,).

Ezek szintén kiszamithaté és matrixba foglalhato elemek,
amelyekkel a szamitott els6 derivalt adatok a g-ik pontban:

=

WZ(Q)szémimu — ZBAqh

gu

W;fl)szémnou — ZB C]l,
=1
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M
(g) szamitott
Wy Bz ”

SH

Wz(zq) szamitott __ Z B[ Rq[,
I=1
ahol M= N, N, N.— 1 a sorfejtési egyiitthatok szama, 4, Cy,
H,, R, pedig ismertek.
A mért és a szamitott értékekbdl alkotott eltérésvektorok
elemei a masodik derivaltra vonatkoz6 adatokra:

M
1) — Wi;/)mcrl _ ZBIS(]I,
2 (g) mért
el([ ) W q) mé ZBqul,
(3) W(q) mért Z Bl .
p3 qls
(4) W(q)merl ZBI .
qls
=1

az els6 derivalt adatokra pedig:

5) — Wz(q) mért ZBI s
(6) W(q) mért ZBI ”
65(17) — W}fq)men _ ZBI s
e((] (q) mért ZBI s

ahol W™ a nehézségi gyorsulds graviméterrel mérhetd
értéke és W™ és W @m pedig csillagszati fliggdvonal-
elhajlasokbol szamithato értékek. (Az elsd derivaltak a fiig-
g6vonal-elhajlasbol: W, = —g& + U, és W, =—gn + U, , ahol
U az ellipszoidi normaltér ismert potencialfiiggvénye, g az
atlagos nehézségi gyorsulas, & és 7 pedig a fliggbvonal-
elhajlasi 6sszetevok.)

A minimalizaland6 fiiggvény legyen az eltérésvektor L,
normaja!

N

E- ii( o), 3)

s=1¢g=1

ahol N; az s-ik tipust adatok szama. Vektoros irasmodot al-
kalmazva vezessiik be a

mé; (1) N (1) (N2) 1 N3)
d™ = {WO, .. WP Wi, W, W, W,
1 (N7) (1 (Ng)
-7W,V s""W}’77WZZ 7"-7WIZX}
JelOléSt' Az Sql, qu, Dql, qu, valamint az qu, qu, qu, Rq1 érté-

keket egyetlen (az un. Jakobi-egyiitthato-matrixba) foglal-
va:

Saj g=N

qu = .
qu Zj:[ Nx < q S Zf:l N&

A mért és a szamitott értékek eltérése:
e = dmén _ gB’
és ezzel a (3) szerint:

E = (e,e) = Zej, ahol N=Y" N
~ -

Az igy definialt inverz feladat megoldasat a
0E/0B;=0, [=1,...,.M
feltételrendszer alapjan felallitott
GgGB = gd™
egyenletrendszerbdl kapjuk:
B=(GG)'dd

Az inverz probléma linedris, megoldasaval a sorfejtési
egyiitthatok B vektora meghatarozhato. A B vektor elemei-
nek ismeretében a teljes Edtvos-tenzor (beleértve az Eot-
vos-ingaval kozvetleniil nem mérhetd vertikalis gradiens
értékeket is), ezenkiviil pedig a fiiggévonal-elhajlas szami-
tasahoz sziikkséges W, W, mennyiségek, tovabba a nehézsé-
gi gyorsulas értékek is egzaktul szamithatok nemcsak a mé-
rési pontokban, hanem a teljes mérési teriileten.

Kisérleti szamitasok

A modszer alkalmazhatosaganak vizsgalatara az 1. dbran
lathatd Szabadszallas—Kiskérds kornyéki teriileten végez-
tiink kisérleti szamitasokat, ahol 248 E6tvos-ingaval végzett
és 1197 graviméteres mérés eredményei alltak rendelke-
zésre.

A tesztteriileten harom asztrogeodéziai és tovabbi tiz
asztrogravimetriai pont is talalhato, ahol ismertek a GRS80
rendszerre vonatkozo &, 7 fliggévonalelhajlas-értékek. Az
abran a pontok a graviméteres mérések, a korok az ingamé-
rések helyszinét, a fekete négyzetek az asztrogeodéziai, a
haromszogek pedig az asztrogravimetriai pontokat jelolik.
A kereten az EOV koordinatak lathatok méterben. A tertile-
ten mind a topografiai viszonyok, mind a Edtvos-ingaval
végzett mérések siriisége, valamint az asztrogeodéziai allo-
masok atlagos magyarorszagi allapotot tiikkroznek.

A 2. ¢és 3. abran a Wy, a 4. és 5. abran a W,, gorbiileti
gradiensek, a 6. és 7. dbran a W.,, a 8. és 9. dabran pedig a
W., horizontalis gradiensek izovonalas térképe lathato. A 2.,
4., 6. és 8. abrdn a 248 Eo6tvos-ingaval végzett mérés alap-
jan megszerkesztett kép, a 3., 5., 7. és 9. dbrdn pedig az
inverzios eljarassal eldallitott kép lathato. Az abrakon az
izovonalak 1épéskoze 5 E. (1 E= 1 E6tvos-egység=10"s72).
Az ébrakat Ugy csoportositottuk, hogy az Edtvos-ingaval
mért eredeti €s az ellendrzés céljabol inverzids rekonstruk-
cioval eldallitott képek egymas mellett kdzvetleniil dssze-
hasonlithatok legyenek.

A Wy, W, W, és a W, gradiensek 2., 4., 6. és 8. dbran
lathaté meglehetésen valtozatos képe azt vetitette eldre,
hogy esetiinkben a potencialtér sorfejtéses leirasa csak vi-
szonylag magas fokszamu polinomokkal valik lehetdvé.

Az inverzios feladat megoldasa soran meghataroztuk
mindazon sorfejtési egyiitthatokat, amelyek segitségével a
teljes tesztteriiletre elallithatd mind a nehézségi erétér po-
tencialfiiggvénye, mind a potencialfiiggvény valamennyi
elsd és masodik derivaltja. Osszehasonlitva példaul a 2. és
3., illetve a 4. és 5. dbrdakon az Eotvos-ingaval mért, vala-
mint az egylittes inverzioval eléallitott W, és W,, gorbiileti

Magyar Geofizika 51/3



Dobréoka M., Volgyesi L.

160000+
155000
150000+

145000-1 3

[z o B S e Sl e 0
3 y A\ 9 P d 88 @
12 89 0

114
113

[N
N
N

1M
110
109
108
107
106
105
104
103
102
101
100

© © © © © ©
B~ OO0 OO N 0 ©

0,

(&

O ©
N W

©
=

[ ‘
645000 650000 655000

660000

665000 670000 675000

1. abra

Figure 1

gradiensek képét, az egyezés igen jonak mondhatd, de
ugyanez a jo egyezés tapasztalhato a W.. és a W., horizon-
talis gradiensek esetében is a 6. és 7., illetve a 8. és 9. ab-
rakon.

Graviméteres ¢s E6tvos-inga-mérési helyek, valamint az asztrogeodéziai és az asztrogravimetriai pontok a teszt teriilet topografiai térképén.
A kereten az EOV koordinatak, jobb oldalon a magassagok lathatok méterben

Locations of the gravity and torsion balance stations, besides the astrogeodetic and astrogravimetric points on the topo-graphic map of the test
area. Coordinates are in meters in the Hungarian Unified National Projections (EOV) system

Tapasztalataink szerint a szamitasainkban alkalmazott
Legendre-polinomok fokszamanak meghatarozasakor ko-
riltekintden kell eljarnunk, mert a fokszdm novelésével
kezdetben lassan, majd egyre gyorsabban csokken a megol-
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2. dbra Eotvos-ingaval mért W, teriileti eloszlasa

Figure 2 | Isoline map of W, measured by torsion balance

3.abra | Azinverzioval eléallitott ¥, teriileti eloszlasa

Figure 3 Isoline map of W, from joint inversion
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4. abra Eotvos-ingaval mért W,, teriileti eloszlasa

Figure 4 | Isoline map of W, measured by torsion balance

5. abra

Figure 5§

Az inverzidval eléallitott W,, teriileti eloszlasa

Isoline map of W,, from joint inversion

k)

165000

160000+

155000
-

1111

150000

—
= [L;& Ut (6 3
645000 650000 55000 660000 665000 670000 675000

HBPL 022 1030
165000922 °) \©

o
160000+

155000+

150000+

14500053~ 0 —==

x"‘.e//ﬁ//ﬁa NN ‘ : ‘
645000 650000 655000 660000 665000 670000 675000

6. abra Eotvos-ingaval mért W., teriileti eloszlasa

Figure 6 | Isoline map of /7., measured by torsion balance

7. abra

Figure 7

Az inverzidval el6allitott 7., teriileti eloszlasa

Isoline map of W-., from joint inversion
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8. abra Eotvos-ingaval mért W., teriileti eloszlasa

Figure 8 | Isoline map of /7., measured by torsion balance

9. abra

Figure 9

Az inverzidval eléallitott 7., teriileti eloszlasa

Isoline map of ., from joint inversion
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10. dbra | Azegyiittes inverzioval eldallitott potencialtér (az izovonalak
1épéskoze 0,1 m?/s”) és a fiiggdvonal-elhajlasok vektorabraja
Figure 10 | Computed potential field # from the joint inver-sion (isoline

interval is 0.1 m?s?) and the vector field of the deflections
of the vertical

dandd normalegyenletek egyiitthatomatrixanak kondicio-
naltsaga, a fokszam csokkentésével viszont romlik a felbon-
toképesség. Vizsgalataink szerint a P = 18-24 kozotti érték
altalaban jo kompromisszumnak latszik a felbontoképesség
¢és a normalegyenletek kondicionaltsaga vonatkozasaban —
szamitasaink soran a P = 19 fokszamig terjed6 Legendre-
polinomokat alkalmaztuk.

A sorfejtési egyiitthatok ismeretében lehetdség van a
nehézségi erétér potencialfiiggvényének, valamint a poten-
cidlfiiggvény els6é derivaltjainak meghatdrozasara is. A
10. abran egy additiv allando erejéig egyiittes inverzidval
meghatarozott potencidlmezdé lathat6. Az abran az izo-
vonalak 1épéskoze 0,1 m*/s>.
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12. abra Az inverzioval eléallitott g (W-) teriileti eloszlasa
Figure 12 Isoline map of gravity W. from joint inversion
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AL, 12, 13 & 14. dbrdk a potencidltér els6 derivalai- 13.4bra | Azinverzioval eloallitott I, teriileti eloszlasa

nak izovonalas térképeit mutatjak be. Az izovonalas 1épés-

koz 0,5 mGal (1 mGal = 10" ms*). A potencidltér izovonalas Figure 13 Computed /7 from the joint inversion
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11. abra | Graviméterrel mért g (W-) teriileti eloszlasa 14. abra Az inverzidval eldallitott 17 teriileti eloszlasa
Figure 11 | Gravity g (/.) measured by gravimeters Figure 14 Computed W, from the joint inversion
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15. abra Az inverzidval eléallitott .. vertikalis gradiensek

Figure 15 | Computed vertical gradients /7.. from the joint inversion

térképe, mely a /0. dbran lathato, 1197 gravitaciés mérésen
alapszik. A geodézia szamara igen fontos fiiggévonal-elhaj-
lasok szamitasdhoz a W, és W, mennyiségek ismerete sziik-
séges, ugyanis a & és az 7 értékek a

E=W./g
és az
n=w/g

Osszefliggések alapjan szamithatok. Ezeknek a W, és W,
elsé derivaltaknak a teriileti eloszlasat lathatjuk a /3. és
14. abran.

Mindemellett a /0. abran egytttal a fiiggdvonal-elhajla-
sok vektorait is bemutatjuk az egyiittes inverzidés megolda-
sabol, ahol a vektorok hosszat a 8 = [£* + 7°]'* 6sszefiiggés
alapjan szédmitottuk.

Végiil, amint jeleztiik, az inverzids eljarassal lehetdség
nyilik az E6tvos-ingédval kdzvetleniil nem mérhetd .. ver-
tikalis gradiensek meghatdrozasara is. A tesztteriiletiinkre
vonatkozo vertikalis gradiensek teriileti eloszlasa a 15. ab-
ran lathat6. Az igy meghatarozott vertikalis gradiensek el-
lendrzésére eddig nem volt lehetdségiink, ebbdl a célbol
néhany ellendrzd pontban vertikalis gradiens méréseket ter-
veziink.

Osszefoglalas

Az altalunk korabban kidolgozott 2D eljaras tovabbfejlesz-
tésével megoldottuk a nehézségi erdtér 3 dimenzids poten-
cidlfiiggvényének inverzids eldallitasat. A bemutatott mod-
szer a potencidlfiiggvény nagyszdmu Eotvos-inga- és gra-
viméteres mérés, valamint digitdlis terepmodelladatok és
néhany fiiggdvonalelhajlas-adat egytittes inverziojanak fel-
hasznalasaval torténd meghatarozdsara nyujt lehetdséget.
Az igy rekonstrualt potencialfiiggvénybdl szdmos gyakorla-

ti fontossagu mennyiséget (pl. vertikalis gradienseket, fiig-
gdvonal-elhajlasokat) szarmaztathatunk le a vizsgalati terii-
let barmely pontjaban. Az eljaras eldnye, hogy mindezt egy
jelentésen tulhatarozott inverz probléma megoldasaval te-
hetjiik.
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