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A NEHEZSEGI EROTER 3D POTENCIALFUGGVENYENEK
INVERZIOS ELOALLITASA

R

Dobréka Mihdly”, Vélgyesi Lajos

N rz=
=S Inversion reconstruction of 3D gravity potential based on torsion balance measurements

- Inversion reconstruction of 3D gravity potential based on each of the torsion balance and gravity
measurements, deflections of the vertical and digital terrain model data have been solved by devel-
oping our former 2D solution. Applying this method the elements of the full E6tvés-tensor including
the vertical gradients can be determined not only in the torsion balance stations, but anywhere in
the surroundings of these points. This gives a simple possibility to transform the torsion balance
measurements to different heights and the analytical determination of the equipotential surfaces of
the gravity field.

Keywords: inversion, torsion balance measurements, Edtvos-tensor, deflection of the vertical, po-
tential function, gravity gradients

Az altalunk korabban kidolgozott 2D eljaras tovabbfejlesztésével megoldottuk a nehézségi erdter 3
dimenzios potencialfiiggvényenek inverzios eloallitasat Eétvos-inga méresi adatok, nehézségi gyor-
sulas mérések, fiiggovonal-elhajlas értékek és digitalis terepmodell adatok egyiittes felhasznalasa-
val. A modszerrel nem csupan az E6tvos-inga mérési pontokban, hanem ezek kornyezetében is meg-
hatdrozhato a teljes Eotvos-tenzor, és igy megkaphatjuk az E6tvos-ingaval kézvetleniil nem mérheto
vertikalis gradiens értékeket is. Ezzel egyszerti lehetoség adodik az Eotvos-inga mérések dtszamita-
sara kiilonbozé magassdagokra, és megoldhato a nehézségi erétér potencidl szintfeliileteinek analiti-
kus meghatarozasa.

Kulcsszavak: inverzi6, Eotvos-inga mérések, Eotvos-tenzor, fliggévonal-elhajlas, potencialfiigg-
vény, gradiensek

1 Bevezetés

Magyarorszagon a mult szdzadban a kozel 60000 Eotvos-inga mérést végeztek elsdsorban asvanyi
nyersanyagok kutatdsa céljabol. Napjainkban erre a célra mar lényegesen hatékonyabb kutatasi
modszereket alkalmaznak, ezért az E6tvos-inga mérések geofizikai hasznositasa helyett a geodéziai
hasznositas keriilt el6térbe. A geofizikai alkalmazasok céljara korabban csak a W, ¢s a W, hori-

zontalis gradienseket dolgoztak fel, a W, és W,, gorbileti adatok eddig feldolgozatlanok marad-

tak. A geodézidban viszont éppen a gorbiileti gradiensek alapjan szamithatok fiiggvonal-
elhajlasok, amelyeknek tobbek kozott a geoid finomszerkezetének meghatarozasa szempontjabol
van nagy jelentésége (Volgyesi 1993, 1995, 2001, 2005).

Az Eotvos-inga mérések geodéziai célu felhasznalasi lehetdségei a legutobbi idékben tovabb
boviiltek (Volgyesi et al. 2005). A W, ésa W, horizontalis gradiensek felhasznalasaval a nehéz-
ségi erdtér, illetve a gravitacidos anomalidk hatarozhatok meg interpolacioval (Volgyesi et al. 2004,
2007), a W, ésa W,, horizontalis gradiensek esa W, ¢és W, gorbiileti adatok egyiittes felhaszna-
lasaval pedig a vertikalis gradiensek allithatok el6 az E6tvos-inga mérési pontokban (Haalck 1950,
Téth et al. 2004, 2005, Toth 2007).

Valamennyi probléma megoldasa szempontjabdl nagy jelentdsége van a potencialfiiggvény elo-
allitasanak. Amennyiben meg tudjuk hatdrozni a nehézségi erétér potencialfiiggvényét, ebbdl meg-
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2 DOBROKA M, VOLGYESI L

feleld iranyu els6 derivaltakkal el6 tudjuk allitani az erdtér vektoranak dsszetevoit, a masodik deri-
valtak pedig az Eotvos-tenzor elemeit adjak. Az altalunk korabban kidolgozott 2D eljarassal megol-
dottuk a W, ¢és a W,, E6tvos-inga mérések alapjan a nehézségi erdtér potencialfiggvényenek és a

potencialfiiggvény valamennyi fontos derivaltjanak inverzids eldallitasat (Dobroka és Volgyesi
2005, 2008). Az alabbiakban a 2D eljaras tovabbfejlesztésével a nehézségi erétér 3D potencialfiigg-
vényének inverzios rekonstrukcidjara adunk megoldast. A 3D inverzios algoritmus ellenérzésére a
Szabadszallas-Kiskéros kornyéki kozel 750 km® kiterjedésii teriileten végeztiink kisérleti szamitaso-
kat. A javasolt modszerrel lehetdség nyilik az eddig alkalmazott interpolaciés modszerek pontossa-
gat felillmilo szamitasok elvégzésére €s a korabban alkalmazott eljarasok soran felmeriil6 bizonyos
problémak athidalasara. Ezzel kapcsolatos kutatdsainkban tobb részletkérdés még tisztazasra szorul,
azonban a modszer bizonyitottan jol mikodik.

2 Az inverzids algoritmus

[rjuk fel a nehézségi erétér potencidlfiiggvényét valamely ¥,...\¥, bazisfiiggvény rendszer szerinti

sorfejtés alakjaban:
N. N

X

W02 = 33 B, ()Y, (2), (1)

i=l j=1 k=1
ahol /=i+(j-D)*N, +(k-D*N_*N,.
Bazisfiiggvényekkeént pl. hatvanyfiiggvényeket alkalmazhatunk. Az 1 index a konstans tagot je-
161, és mivel a potencial konstans erejéig egyértelmii ezért az i=j=k=1 kizérhato.
Az (1) potencial masodik derivaltjaiként egyszeriien eldallithatjuk az Eotvos-ingaval mérhetd
gorbiileti adatok-, illetve a horizontalis gradiensek elméleti értékeit:

<

o azW N, Ny N, , '
szamitott . — = B \Pi (-x)\P (J’)l{l (Z)
i ox0y I Jj=1 k=1 ! ’
. & N." S
sy gy, =3 S B )00 -, (), (0] ¥, ()
i=l j=1 k=1 (2)

- OW L&
szamitott p7 ZZZBI\P (x)\}l ()/)\P (Z)

ox0z TEa

- W& g

.yzamltothVZy — ZZZB ‘P (X)\P (y)\I” (Z)

6y62 i=l j=1 k=1

Vezessiik be a g-ik (x,,y,,z,) mérési pontban az alabbi jeldléseket:
Sy =¥, (¥, (7)) (2,)
0, =¥, )W) -, (0¥, (5}, (2,)
D, =Y, (x)¥;(y)¥ (z,) 3)
Fy =¥, (y)¥,(x)¥, (z,).
amelyekkel a (2) E6tvos-inga adatok a g-ik pontban:
M M M
szamztottWX(;J) — zBlSql , szurmtottWA(q) — ZBZQ‘” , szumztottVVz(Xq) — ZBIDq] , SZHW’O”VVZ; ZB s
I=1 I=1 I=1

“)
ahol M =N N N_ -1 asorfejtési egyiitthatok szama, S, O,,, D, F,, pedig ismertek.

Az inverzios eljarashoz sziikséges els6 derivaltak:
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imi W L&
szamttuttW 27 _ ZB \P (x)\P (y)\}/ (Z)
i k=1

-
.y W g
.vzamttoffWA [ A— ZB ‘P (x)‘P ()’)\P (Z) (5)
6x i=1 j=1 k=1
iy W Gy&
szamttnttW) - — ZB \P (x)l‘P (y)\P (Z)
? 6y i=l j=1 k=1

Alkalmazzuk a g-ik (x,,y,,z,) mérési pontban az alabbi jeldleseket:

YRR AEHL HORL ACHNENCIES ACHE HOALE ACH N FES ACHE HCHE ACH PN
Ezek szintén kiszamolhato és matrixba foglalhato elemek, amelyekkel a szamitott els6 derivalt ada-
tok a g-ik pontban:
azamltutth(q) — ZB]ALIZ , azamltuttWY(q) — ZB]qu , AzamlrottW‘fq) — ZB,qu , (7)
=1 I=1

=1

ahol M =N N N, -1 asorfejtési egyiitthatok szama, 4, C,, H, pedig ismertek.

ql> ~ql>
A mért és a szamitott értékekbdl alkotott eltérés vektorok elemei a masodik derivalt adatokra:

M
_ mértyrr(q) (2) _ meértyy7(q)
e, = "W, ZBSql ’ e, =""W, _ZB/qu ’
1=l

q Xy

q q

M
e 3) — mertWZiq) _ZBqu] , e (4) — merrVVZqu) _ ZBIFq] (8)
I=1 I=1
az els6 derivalt adatokra pedig:

M M M
elI(S) = msz(q) - ZBIAW H eq(()) = merth(q) - ZBICKI[ ] eq(7) = m@"fW;‘I) _ZBIqu s (9)
=1 I=1 I=1
ahol a "“'W'? a nehézségi gyorsulas graviméterrel mérhetd értéke, és a "“'W ¢ és "“'W " pedig
csillagaszati fiigg6vonal elhajlasokbol szamithatd értékek. (Az els6 derivaltak a fiiggdvonal-
elhajlasbol: W, =-g& +U, és W, =-gn +U,, ahol U az ellipszoidi normaltér ismert potenci-
alfiiggvénye, g az atlagos nehézségi gyorsulas, & és 77 pedig a fliggdvonal-elhajlas dsszetevok.)
A minimalizalando6 fiiggvény legyen az eltérésvektor L, norméja:
7

E=Y Sy, (10)

s=1

ahol N, az s-ik tipust adatok szdma. Vektoros irdsmodot alkalmazva vezessiik be a

e - o WO WO (1)

xy °°°

N, 1 N. 1
WO WD

jelolest. Az S, O, D, F, valamint az 4, C, H, ©ért€keket egyetlen (az Un. Jakobi-
egylitthatomatrixba) foglalva:
S qg<N,

q

G =1 ¢ . (12)

q

A mért és a szamitott értékek eltérése:
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e=d"™" -GB, (13)
¢és ezzel a (10) szerint:
N 7
E=(e,e)=) e, (ahol: N=) N,). (14)
q=1 s=1
Az igy definialt inverz feladat megoldasat a
OF
—=0, ((=1..M 15
25, ( ) 15)
feltételrendszer alapjan felallitott
G'GB=G"d"" (16)
egyenletrendszerbdl kapjuk:
B=(G'G)'G'd. (17)

Az inverz probléma lineéris, megoldasaval a sorfejtési egylitthatok B vektora meghatarozhato. A B
vektor elemeinek ismeretében a teljes Edtvos-tenzor (beleértve az Eotvos-ingaval kdzvetleniil nem
mérhetd vertikalis gradiens értékeket is), ezen kiviil pedig a fliggévonal-elhajlas szamitasahoz sziik-
séges W, W, mennyiségek tovabba a nehézségi gyorsulds értekek is egzaktul szamithatok nemesak

a mérési pontokban, hanem a teljes mérési teriileten.
3 Kisérleti szamitasok

A modszer alkalmazhatosaganak vizsgalatara az 1. abran lathatd Szabadszallas-Kiskérds kornyéki
teriileten végeztlink kisérleti szamitasokat, ahol 248 Edtvos-inga és 1197 graviméteres mérés ered-
ményei allnak rendelkezésre.

A teszt teriileten harom asztrogeodéziai és tovabbi tiz asztrogravimetriai pont is talalhato, ahol
ismertek a GRS80 rendszerre vonatkozo & 7 fiiggdvonal-elhajlas értékek. Az abran a pontok a
graviméteres mérések, a korok az inga-mérések helyszinét a fekete négyzetek az asztrogeodéziai, a
haromszogek pedig az asztrogravimetriai pontokat jelolik. A kereten az EOV koordinatak lathatok
méterben.

A2 ésa3. abrana W,,a4. ésaz5. dbrana W, gorbiileti gradiensek, 6. ésa 7. dbrana W ,a

zx 2

8. €és a 9. dbran pedig a W_, horizontalis gradiensek izovonalas térképe lathato. A 2. 4. 6. és a 8.

abran a 248 Eotvos-inga mérés alapjan megszerkesztett kép, a 3. 5. 7. és a 9. abran pedig az
inverzios eljarassal eldallitott kép lathat6. Az abrakon az izovonalak 1épéskoze 5 E. (1E = 1E6tvos
egység =107 s7).

.U
1650007 M
160000

155000+

1500004 . it O e EmG g
0P Vp. MG, o Olso .
ol o @M. o o el q ™o fo oo @' f

q &L = Sl . et
1450004 D670 o o Q@ 0,0 O o' & alg P OF

o5 et e Pl A 0 &, 0.0, M0 00 o
n o &y 0 lg oie gngt @ a.'-’cﬂ‘..?,-"'- ° g’

645000 650000 655000 660000 665000 670000 675000
1. dbra. Graviméteres és Eotvos-inga mérési pontok a teszt teriileten
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Az éabréakat Ggy csoportositottuk, hogy az Edtvos-ingaval mért eredeti és az ellendrzés céljabol
inverzids rekonstrukcioval eldallitott képek egymas mellett kozvetleniil Gsszehasonlithatok
legyenek.

AW,,aW,,aW, éalW, gradiensek 2. 4. 6. és 8. abran lathatd meglehetdsen valtozatos

képe azt vetitette eldre, hogy esetiinkben a potencialtér sorfejtéses leirdsa csak viszonylag magas
fokszamu polinomokkal lesz lehetséges.

Az inverzids feladat megoldasa soran meghataroztuk mindazon sorfejtési egytitthatokat,
amelyek segitségével a teljes tesztteriiletre eldallithatd mind a nehézségi erdtér potencialfiiggvénye,
mind a potencialfiiggvény valamennyi els6 és masodik derivaltja. Osszehasonlitva példdul a 2. és 3.
illetve a 4. és 5. abrakon az Eotvos-ingaval mért, valamint az egyiittes inverzioval eldallitott W, és

W, gorbiileti gradiensek képét, az egyezés igen jonak mondhatd, — de ugyanez a jo egyezés
tapasztalhato a W és a W, horizontalis gradiensek esetében is a 6. €s 7. illetve a 8. €s 9. abrakon.

Tapasztalataink szerint a polinomok fokszdmanak meghatarozasakor koriiltekintden kell
eljarnunk, mert a fokszam novelésével kezdetben lassan, majd egyre gyorsabban csokken a
megoldandé normalegyenletek egyiitthatomatrixanak kondicionaltsaga, a fokszam csokkentésével
viszont romlik a felbontoképesség. Vizsgalataink szerint a P =18-24 Aaltaldban jo
kompromisszumnak latszik a felbontoképesség és a normalegyenletek kondicionaltsaga
vonatkozasaban, — mi most P =19 fokszamu hatvanypolinomot alkalmaztunk.

A sorfejtési egyiitthatok ismeretében lehetdség van a nehézségi erétér potencialfiiggvényének
valamint a potencialfiiggvény elsé derivaltjainak meghatarozasara is. A 10. abran egy additiv allan-

o

A
>0
i g —

165000

160000 D7) ) nditre. AV [T+ 1800001

155000

v =
150000 * 7 150000
\\\ O

50 + 145000

{ & (<
HML e = ——
Z\NYe )

665000 670000 675000 645:000 650000 655000 660‘000 655:000 GTDIUIJEI 675000

145000

= / \
G50000 655000 660000

2. dbra. Eotvos-ingaval mért W, teriileti eloszlasa. 3. abra. Az inverzidval el8allitott ¥, teriileti eloszlasa.

TN T

i AN,
'ﬁ""\ o,

s 0 D"/q\'-:"':\uz’”i -
©) ¢ >

™ ‘l 7 o I_/-
s (O =\ \
\' A N '\%_

>

"} 160000
155000 \ 155000
- 150000

150000

145000 + 145000

) = s o~ =

n\lla , 0., L Uis, : =z 3\"_ : ! : !

655000 600000 665000 670000 67500 645000 650000 655000 660000 665000 670000 675000
4. abra. E6tvos-ingdval mért VVXy teriileti eloszlasa. 5. dbra. Az inverzioval el6allitott I, teriileti eloszlasa.
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1E5000

1E0000 4

+160000

155000

155000

190000 4

150000

145000 11 45000 {

T T T T T T T T
E45000 650000 655000 660000 E45000 B50000 B55000 BE0000 BES000 E7 0000 BTS00

3

6. dbra. EStvos-ingaval mért W__ teriileti eloszlésa. 7. dbra. Az inverziéval eléallitott W teriileti eloszldsa.

L L | | L L
=4

165000 (-1 85000+

160000 4 (1 80000 -
155000 155000
150000

(-1 50000 -

145000 (145000 -

T T T T T T T T T T
B45000 BE0000 BESO00 645000 650000 655000 650000 BES000 E70000 675000

8. abra. Eotvos-ingaval mért Wzy tertileti eloszlasa. 9. abra. Az inverzioval eléallitott WZV tertileti eloszlasa.

d6 erejéig egyiittes inverzidoval meghatarozott potencidlmezd lathatd.Az abran az izovonalak
1épéskoze 0.1 m?/s”.
A geodézia szamara igen fontos fliggdvonal-elhajlasok szamitasahoz a W, ¢s W, mennyiségek

ismerete sziikséges, ugyanis a & és az 7 értékek a

c=W.lg (17)

n=w,lg (18)

és

Osszefiiggések alapjan szamithatok. A 10. abran egyuttal a fliggévonal-elhajlasok vektorait is bemu-

tatjuk az egyiittes inverzios megoldasabol, — ahol a vektorok hosszat a @ =+/&” +7° sszefiiggés
alapjan szdmitottuk.

Végiil, amint jeleztiik, az inverzios eljarassal lehetdség nyilik az Edtvos-ingaval kdzvetleniil
nem mérhetd W_ vertikalis gradiensek meghatarozasara is. Az igy meghatarozott vertikalis gradi-

ensek ellendrzésére eddig nem volt lehetdségiink, ebbdl a célbol néhany ellendrzd pontban vertikalis
gradiens méréseket tervezzik.
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160000+

155000-

150000

’ ¥ T M A
645000 650000 655000 BE0000 665000 B70000 BT

10. abra. Egyiittes inverzioval eldallitott potencialtér (az izovonalak lépéskoze 0.1 m%/s?)
¢s a fliggdvonal-elhajlasok vektorabraja

6 Osszefoglalas

Az éltalunk korabban kidolgozott 2D eljaras tovabbfejlesztésével megoldottuk a nehézségi erdtér 3

dimenziods potencialfiiggvényének inverzids eldallitasat. A bemutatott modszer a potencialfiiggvény
nagyszamu Ed&tvos-inga és graviméteres mérés, valamint digitalis terepmodell adatok és néhany
fiiggdvonal-elhajlas adat egyiittes inverzidjanak felhasznalasaval torténd meghatarozasara nyujt
lehet6séget. Az igy rekonstrualt potencialfiiggvénybdl szamos gyakorlati fontossagu ,.teret”, (pl.
vertikalis gradienseket, fliggGvonal-elhajlasokat) szarmaztathatunk le a vizsgalati teriilet barmely
pontjaban. Az eljaras eldnye, hogy mindezt egy jelentdsen tulhatarozott inverz probléma megolda-
saval tehetjik.

Koszonetnyilvanitas. Kutatasaink a K60657 és a K76231 OTKA tamogatasaval folynak.
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