A topografiai és az izosztatikus tomegek hatasa
a geoidformakra

Dr.YélgyesilLajos, aBME Geodéziai Intézet adjunktusa
és Toth Gyula aBME Geodéziai Intézet tudomanyos tovabbképzési 6sztondijasa

DK 628.21

Bevezetés

A korszerti foldfelszini és kozmikus geodéziai mérések lehetdvé teszik a foldi nehézsé-
gi erdtér potencialja szintfeliileteinek — igy elsésorban a geoidnak — egész foldi kiterjedésben
néhany méteres megbizhatosagi meghatérozasat. Igy a geoid térbeli helyzetét jellemzd
mennyiségek a Fold egészére vonatkozo geofizikai informécidink koziil az egyik legponto-
sabb adatrendszert képezik.

A globalis geoidkép tanulmanyozasa soran a nagyobb geoidformak fizikai hatterének
magyarazata egyelére még megvalaszolatlan kérdés, a Fold belsd felépitésével Osszefiiggd
alapvetd feladat. A fo6ldi nehézségi erdtér potencialfiiggvényét — és igy a globalis geoidképet
is — a Fold inhomogén siiriiségeloszlasa alakitja ki. Amikor tehat a globalis geoidkép fizikai
hatterére vagyunk kivancsiak, a Fold inhomogén stirtiségeloszléasat jellemz6 H(x, y, z) harom-
dimenzios slriiségfliiggvényt kell meghatiroznunk a W(r, ®, A) potencidltér (vagy a
geoidformak) ismerete alapjan. Ez viszont nem mads, mint az Un. geofizikai inverzfeladat,
aminek koztudottan nincs egyértelmii matematikai megoldasa [9]. Ennek koszonhetd, hogy a
geoidkép fizikai értelmezése céljabol ilyen mdodon végzett eddigi szamitasok altalaban kiilon-
b6z6 eredményre vezettek, amelyek tobbnyire nem mutatnak elegendd Gsszhangot egyéb
geofizikai ismereteinkkel.

Az utobbi idokben olyan uj, elvileg igen egyszerli megoldasi modszer kidolgozasat
kezdtiik meg, amellyel nagyobb lehetéség nyilik a Fold valodi stirtiségeloszlasdnak meghata-
rozasara, vagy legalabbis ennek lényegesen pontosabb megismerésére [17]. Amennyiben si-
kertiil olyan fizikailag lehetséges foldmodellt taldlni mely, az ismert geoidképet szolgaltatja,
es¢lylink lehet arra is, hogy tisztdbban lassuk a Fold belsé dinamikai folyamatait, és kovet-
keztethessiink a nehézségi erdtér és ezzel a geoid szekularis valtozasanak egyelére kevéssé
ismert, inkabb csak feltételezett okaira [2].

A megoldasi mddszernek az a lényege, hogy elsd lepésben a rendelkezésre allo vala-
mennyi ismert stiriségeloszlas (felszini lathatd tomegek, az izosztatikus kiegyenlitédési fo-
lyamatban résztvevd tomegek, a lemeztektonikai modelleknek megfeleld stirtiség-
inhomogenitasok, stb.) figyelembevételével olyan modell potencialfiiggvényét — illetve a ne-
ki megfelelé geoidot — hatarozzuk meg, amely tehdt csak az altalunk mar ismert
stiriséginhomogenitasok hatasat tiikrozi. A masodik 1€pésben ezeket az igy szamitott geoid-
undulécidkat a valodi geoidképbdl levonva varhatéan olyan egyszerlibb geoidképet kapunk,
amely mar csak a Fold nagyobb mélységeiben 1€v6 ismeretlen siiriség-inhomogenitasok glo-
balis hatasait tartalmazza. Ezt kovetden keriilhet sor ezeknek a ,,maradék”, vagyis a még is-
meretlen geoid-anomalidknak az értelmezésére. Ehhez figyelembe kell venni az 6sszes ren-
delkezésre allo geofizikai (szeizmikus, foldmagneses, geotermikus, stb.) informéciot, és az
ezek alapjan felallitott foldmodellekre [pl. 1] meg kell hatarozni a geoidformakat. Az igy fel-
allitott foldmodellek koziil nyilvanvaldan azt fogadhatjuk el, amelynek a stiriségeloszlésa az



elébb emlitett ,,maradék" geoiképet szolgaltatja. A globalis geoidkép altalunk felvazolt fizikai
értelmezése sordn ez az utobbi harmadik 1€pés tlinik egyeldre a legnehezebbnek.

A jelenlegi munkank a feladat teljes megoldasanak elsé lancszeme, melynek soran
megadjuk azt a szamitasi eljarast, amivel meghatarozhat6 a felszini topografiai és az
izosztatikus kiegyenlitédéssel jaro tomeg-rendellenességeknek megfeleld geoidkép.

1. A felszini ismert tomegeloszlas hatasanak szamitasa

A feladat megoldasahoz el6szor réviden attekintjiik a szamitasi eljaras gondolatmenetét.

A<

1. abra. Jelolések tetszéleges test tomegvonzdsi potencialjanak szamitasdahoz

Tetszbleges o tartomanybeli $(x, y, z) slrliségeloszlasu test tdmegvonzasi potencialjat
valamely kiilsé P pontban az [. abran léathato jeloléseknek megfelelden a

dm 3(x,y,z) dxdydz
Ve=k| ==k (D)
’ !l J‘!J‘\/(x—x')z+(y—y')2+(z—z')2

integrallal szamithatjuk ki [pl. 6], ahol k& a Newton-féle tomegvonzasi allando.

Esetiinkben, amikor a topografiai és az izosztatikus tomegek hatasat kivanjuk meghata-
rozni, a ¢ tartomany a fizikai foldfelszin altal hatarolt térrész, a siirliségeloszlas pedig a 2.
abran szemléltetett modell tomegeloszlasanak megfeleld lesz. Ez olyan munkamodell,
amelyben a Fold teljes tomegét két részre: az egyeldre ismeretlen inhomogén de szabalyos
stiriiségeloszlast belsé tomegrészre és az ismert inhomogén siiriségeloszlasu kiilsé tomeg-
részre osztottuk Uigy, hogy az 6ssztdmeg megegyezzen a Fold valodi tomegével, alakja pedig
megegyezzen a Fold tényleges alakjaval. Az integralashoz sziikséges tomegelemeket a 2. és a
3. dbran lathaté tomeghasadbok formajaban ugy alakitottuk ki, hogy az egyes hasdbok a ki-
egyenlitdédési feliilet és a fizikai foldfelszin kdzé essenek, oldalso iranyban pedig a megfeleld
meridiansikok és rajuk merdleges fliggéleges sikok hataroljak. Az egyes tomeghasabok Am,

tomege az adott topografiai viszonyoktdl fiiggden tobb kiilonbozd stirtiségli tomegrészbdl all-
hat a 3. dbran szemléltetett izosztatikus modellnek megfelelden [18]. Mivel az i.-ik Am, to-

megl hasab P pontbeli tdmegegységre vonatkozo tdmegvonzasi potencialjanak értéke



AV, = k% )

1

ahol (I, a 2. dbran lathato tavolsag a Am, tomeghasab sulypontja és a kérdéses P pont ko-
z0tt), igy a P pontban a teljes tdmegvonzasi potencial az (1) integral numerikus kdzelitésével:

Vy=Vy+ > AV, =VB+kZ% (3)

ahol V, a belsd, ismeretlen, de egyeldre szabalyosnak feltételezett siirliségeloszlasu tomeg-
rész potencialja.

Amy T
tsmeghasab feliilet

ocean felszine

Sy

oceani Moho feliilet

terllet

ismeretlen, de szabalyos s(r(iség-
eloszlas bels6 témegtartomany

fizikai foldfelszin

fels6 kopeny felsé része

kontinentalis
terilet

tengerviz
foldkéreg

2. abra. Modell a topografiai és az izosztatikus tomegek potencialjanak szamitasahoz
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3. abra. Az Airy Heiskanen féle izosztatikus modell



Mivel az unduldciok szamitasahoz végeredményben nem a V, potencidlra, hanem a
T,=V,-U, 4)

potencialzavarra van sziikségiink, ezért a (3) dsszefliggéssel szamithat6 V, tdomegvonzasi po-

tencialbol ki kell vonnunk az U, normélpotencial tomegvonzasi részének U, értékét. Az U
normalpotencial megvalasztasarol még hamarosan szot ejtiink, és megjegyezziik, hogy az ed-
digiekben azért csak a tdmegvonzasi potencidllal foglalkoztunk, mert a V. forgasi centrifu-

galis potencidl a 7, =W, —U, kiilonbség képzésekor ugyis kiesik, mivel W, =V, +V, ,
U,=U,+U, éV,=U, .
Végiil a T, potencialzavar ismeretében a Bruns-féle dsszefliggés egyszertsitett alakja-

nak [pl. 13] alkalmazasaval tudjuk meghatarozni a modelliinknek megfeleld valodi és normal
szintfelliletek N, tavolsaggat. A4 4. dbra jeldléseivel

Np=— (5)
ahol y, a normal neheézségi gyorsulas ertéke. Amennyiben a P pont a geoidon helyezkedik

el, akkor az (5) osszefiiggéssel a geoid-ellipszoid N =T, /y, tavolsaga, a geoidundulacid

szamithato.

4. abra. A valodi és a normal szintfeliiletek tavolsaga

Elso kisérleti szamitasainkat a (4) potencialzavarnak a (3) Osszefiiggésen keresztiil tor-
ténd eloallitasaval végeztiik [7]. Az igy szamitott geoidundulacidk azonban nem elégitették ki
az elvart pontossagot, ezért a tovabbiakban a 7, potencidlzavart a (3) és a (4) szerinti eldalli-

tas helyett inkabb gombfiliggvény-sorbafejtéssel hataroztuk meg. Ennek az a l1ényege, hogy



elészor — a kovetkezOkben részletesen leirt modon — meghatdrozzuk a felszini tomeg-
rendellenességeknek megfeleld gornbfliggvénysor-egyiitthatokat, majd ezen egyiitthatok fel-
hasznalasaval irjuk fel a potencidlzavar fliggvényét, és hatarozzuk meg a keresett
geoidundulaciokat.
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5. abra. Modell a normal nehézségi erdter felvételéhez

Ebben az esetben a belsé tomegeloszlasrdl azt feltételezziik, hogy ez a bels tomeg az
5. abran lathatd modon az idealizalt 7|, vastagsagu és homogén 4, stirliségli foldkéreggel,
valamint a foldkéreg also6 része és az izosztatikus kiegyenlitddési feliilet kozotti &, stirliségl

kopenyréteggel egyiitt 1étrehozza azt a normal nehézségi erdteret, amely pontosan megegye-
zik a szintellipszoid elméletével felvett nemzetk6zi normal nehézségi erdtérrel.

6. abra. Modell a potencialzavar szamitasahoz



A modelliink tdmegvonzasi potencialjanak szamitasat két részre osztjuk. A o rész tar-
talmazza a forgasi és egyenlitdi szimmetrids erOteret létrehozo szabalyos, de ismeretlen
stirliségeloszlasu belso részt, tovabba az e f616tt elhelyezkedd egyenletes vastagsagi &, ho-

mogén stirliségli kopenyrészt és a 7, vastagsdgu 9, homogén siirliségli kéreganyagot. Ennek
a testnek a kiils6 hatarol6 feliilete — feltevésiink szerint — a nemzetkdzi normal nehézségi erd-
térnek a geoid potencialértékével megegyez6 U, normal potencialérték, ellipszoid alaku
szintfeliilete, szintellipszoidja. igy ennek a f& résznek a potencialjat a nemzetkozi normal ne-
hézségi erétér potencialjaként, ennek ismert 6sszefliggéseibdl szamithatjuk.

Ehhez a f6 részhez adodik hozza a 6. abran szemléltetett modon a sokkal kisebb sza-
balytalan rész, amelyet a foldkéreg - levegd (illetve dcedn) és a foldkéreg - foldkdpeny hatar-
feliiletek szabélytalan alakja okoz. Ennek — és egyeldre csak ennek — a kis szabdlytalan rész-
nek a potencialjat szamitjuk ki a 7. dbran bemutatott és a kovetkezd 2. pontban megindokolt
gombi kdzelitéssel.

7. abra. Jetolések a potencialzavar szamitasahoz

Az eddigiekben ismertetett elv alapjan a Bruns-féle elv segitségével értelmezett
geoidmagassagaink igy a nemzetkdzi normal nehézségi erétérnek a geoid valddi potencialér-
tékével megegyez6 U, potencidll, ellipszoid alaku szintfeliiletére, a nemzetkdzi vonatozasi

ellipszoidra vonatkoznak ugy, hogy a 2: abran bemutatott modelliink belsé tomegeinek elosz-
lasa egyeldre ismeretlen marad. Ha ezt a modellt, amelynek potencialjat gombfiiggvénysor
alakban szamitani akarjuk, az el6zéeknek megfelelden vessziik fel, akkor erre a modellre a
Bruns-elv segitségével szamitott geoidmagassagokat elvi probléma nélkiil levonhatjuk a teljes
geoidképbdl, mivel ugyanarra a normal nehézségi erdtérre €s alapfeliiletre vonatkoznak. Vég-
eredményiil a valodi teljes geoidképbdl torténd kivonas utan kapott geoidmagassagok olyan
test geoidformait fogjak szolgaltatni, mely beliil a Fold eddig ismeretlen elosztast belsé to-
megeit tartalmazza, a kiilsé része pedig az Airy-Heiskanen-féle izosztatikus kiegyenlitodés-
ben részt nem vevo tomegek hatésait tiikkrozi.



2. A lapultsag elhanyagolasanak hatasa

A gdmbfiiggvénysorba fejtés esetén szdmottevd indokolatlan nehézséget okozna, ha a
belsé szabalyos stirliségeloszlassal kozelitett tomeget ellipszoid alakura valasztanank, ezért
célszerli ezt a tomegtartomanyt a lapultsag elhanyagolasaval gomb alakkal helyettesiteni, és
az ellipszoid feletti topografiai magassagokat erre a gdmbre felmérni. A lapultsag elhanyago-
lasaval — tehat azzal, hogy a foldalakot ellipszoid helyett gdmbbel kozelitjiik — nyilvanvalo
hibat kovetlink el a potencialzavar szamitdsakor, azonban kdnnyen belathatd, hogy esetiink-
ben ez a kozelités megengedhetd.

8. abra. Jeldleések a lapultsag elhanyagolhatosaganak vizsgalatihoz

Ennek a bizonyitasdhoz a 8.dbra viszonyainak megfelelden jeldlje F a fizikai foldfel-
szin altal bezart térrészt, E a Fold alakjat jol kozelito forgasi ellipszoidot, és jeldlje G az E és
az F burkolofeliilete altal hatarolt tartomanyt. Ekkor a 7, potencialzavar felirhato a

TP=VP—U;=kJ‘Udedydz—kJ.“‘dedydz (6)
F E

formaban, ahol @, 2. abran lathatd modell, &, pedig a normal nehézségi erétér tomegvonza-
si reszet 1étrehozo test stirtisegfiggvenye. Jeldlje ezek utan 9, azt a stirtisegeloszlast, amely-

lyel a (6) jobb oldalan all6 két integral a G-re vonatkozé egyetlen

szkjjj‘wdxdydz )

integralld vonhatd Gssze.



A kovetkezd 1épésben végezziik el az

X
yi=| 0 D' 0|y (8)
z' 0 0 D*|:z

koordinata-transzformaciot, amelyben D az E(a,b) forgasi ellipszoid a fél nagytengelye és
b fél kistengelye nagysagatol, vagy az f = (a —b)/a lapultsagatol fiiggd szdmérték:

Dzi/gzl+i+
b 3

Koénnyen belathato, hogy a (8) transzformacidval valamely E(a,b) forgasi ellipszoid
(x, y, z) pontjait a vele térfogatazonos gomb (x’, y°, z”) pontjaiba képezziik le. Ezzel a transz-
formacidval az egymasnak megfeleld O és Q' tomegpontok foldrajzi szélességei kozotti elté-
rés — figyelembe véve a lapultsag 1/300 koriili szamértékét — 6 szogperc alatt marad. Hajtsuk
végre ezek utan a (7) integralon a (8) transzformdciot (figyelembe véve, hogy az egymasnak
megfeleld O és Q' pontokban a siiriség megegyezik), ¢€s fejtsiik sorba a kapott integral
integrandusat, azaz 1//-eta D =1 helyen

8 ', V’ 1
T, = k” J- é(xl—yz) dx' dy'dz' +
J

G (xy,2) (zp—z ?
+(D-1)k J‘J‘I s ly i [3[ - Q’j —1} dx' dy' d='
)

A kerek zarojelben lathato tag a P'Q’ szakasz x' y' sikkal bezart szogének koszinusza,
ezért a szogletes zarojelben szerepld kifejezés legnagyobb abszolut értéke: 2. Az
integrandusban szerepld 4, (x',)',z") fluggveény pozitiv és negativ értékeket egyarant felve-

)

het, ezért a G' tartomanyt a 9, (x',)',z') fliggvény eldjele alapjan két részre kell osztani :
arra a +G' tartomanyra, ahol a fliggvény pozitiv, és a -G’ tartomanyra, ahol negativ eldjeli.
Ekkor a (9) kifejezés bal oldalan 7, -vel jelolt potencialzavar is pozitiv + 7, €s a negativ
— T, mennyiségek Osszegeként irhato fel. Ennek a két mennyiségnek az abszolut értékére

kiilon-kiilon érvényes az a becslés, hogy ha szamitasukkor a lapultsdgot elhanyagoljuk, azaz a
+Tp és a —Tp -re vonatkozo sorfejtések elsd tagjait vessziik figyelembe, az igy elkovetett

hiba a sorfejtés masodik tagjanak figyelembevételével biztosan kisebb, mint a szamitott — 7',
és a +Tp mennyiségek 2 f/3 ~1/4000-ad része [14].

3. Ismert tomegeloszlas vonzasi potencialjanak gombfiiggvénysora

A 9. dbran lathato tetszdleges stirliségeloszlasti o tartomany (esetiinkben a foldtomeg)
V, vonzasi potencidlja valamely kiils6 P pontban az (1) Osszefiiggéssel szdmithatd ki.
Ugyanez az 0sszefliggés a 9. dbra jeloléseinek megfelelden térbeli polaris koordinatdkban a



' "o ' "o 12 '
v, :kJ.J.IWdr:kJ.IJ.S(F’GJZ)F SO’ der da . (10)

e A

alakban irhatd, ahol az 1/] figgvényrdl a koszinusztétel alkalmazasaval és némi atalakités
utan lathato, hogy az r'<r feltétel teljesiilése esetén térbeli gdmbfiiggvénysorba fejthetd

[pl.13].

-1/2 0

N\ 2 ' N\
1 = [r2 +(")* - 2rr'c05ﬂ]_l/2 = 1[1 + (Lj - 2[£jcosﬂ] = lZ(LJ P, (cos )
[ r r r r r
n=0
(11)
z
A
P(r,0,1)
dm = 9(F,@' V') do S r
do =(r') sin®@’dr'd®’dr’ o) -

9. abra. Jeldlések tetszoleges test tomegvonzasi potencidljanak szamitasahoz polaris koordinatdkkal

Mivel
cos f =cos®cosO'+sinOsin®'cos(4 — 4')

ezért felirhato a

P, (cosf)=P,(cos®)- P, (cos®") +

5 - (n—m)! {an (cos®) cosmA- P, (cos®') cosmA'+ (12)
+

(n+m)!|+P,, (cos®)sinmA-P,, (cos®") sinmA'
m=1

ahola t=cos®,vagya t=cos®' egyszerisitd jeloléssel

Py =—— L2y (13)

2"n! dt"




a Legendre-polinomok,

P () =" jTP 0 (14)

pedig az n-ed foka és m-ed rendli hozzarendelt (asszocialt) Legendre-fiiggvények.

Ha az 1/] fiiggvény (11) gombfiiggvény sorat a (12) figyelembevételével beirjuk a (10 ) integ-
ralba, és felcseréljiik az integralas €s a szummazas sorrendjét, akkor az adott tomegeloszlas
P(r,0,4) pontbeli V, potencidlértékét a

P, (cos®) cosmA x
xJ‘J- (*")"P,, (cos®")-cosmA"-Hr', 0", 1")do +
- —m)!
Vomko Y NI (15)
Vo (n+m)!y" |+ P, (cos®)sinmA x

nm

X J‘J- #")"P, (cos®')-sinmA"-9(r',0', 1" )do
gombfliggvénysor alakjaban kapjuk, ahol

{1, ha m=0 |,
1=
2, ha m#0

Az 1/ sorfejtést felhasznalva a nulladfokt tag és a forgdsi szimmetrids zonalis tagok
kiilonvalasztasaval tetszoleges kiils6 P(r,®,A) pontban a tdomegvonzasi potencial:

v, = —kﬂ 1- Z(ﬁ) J,P (cos®) + ZZ(E) [Cnm cos mA +S,, sin m/1] P (cos®)
r n=l1 r n=l  m=1 r
(16)

ahol M a test teljes tomege, a pedig célszerlien valasztott tavolsag (a < r) [6].

A (16) gombfiiggvény-sorban szerepld J, tomegfiiggvények és C,, , S, gombfiigg-

nm >
vény-egyiitthatok az adott test tomegeloszlasanak ismeretében hatdrozhatok meg. A (15)-nek
megfelelden m =0 esetén:

J =—C, =- 1n J- j ()" P, (cos®) 9,0, "Ydo (17)
a

M.

m # 0 esetén pedig:

(ol 2 et [y oo [ . 0nivae
sin mA'

S | Ma" (n+m)!

nm

10



ahol a do térfogatelem:
do=(r')’sin®' dr'd®'dA' .

Ha a (16) gombfiiggvény sorba a P (cos®) Legendre-polinomok és a P, (cos®)

nm

Legendre-figgvények

_ i (n — m)' . 1, if m=0
P, (cos®)= |i(2n+1)———— P, (cos®) i= _ (19)
(n+m)! 2, if m=#0

normalizalt alakjat irjuk, akkor természetesen a (17 ) és a (18 ) altal szamithat6 egyiitthatok
értékeit is normalizalni kell:

{@m}:J (n+m)! {CW} i={L i m=0 o)
S iCn+D)(n—-m)! |S,, 2, if m=#0

nm

Az esetlinkben a (17 ) és a (18 ) integralt a 2. dbrdn lathaté modellre kell kiszamitani,
igy az integracios hatarokat a Fold fizikai felszine adja. Ha a (16) gdmbfiiggvénysor egylitt-
hatdit ilyen moédon meghataroztuk, ugyanezen egyiitthatok felhasznalasaval a keresett 7
potencidlzavar is kiszdmithato lesz, amint ezt a késébbiekben be fogjuk mutatni.

4. A gombfiiggvénysor egyiitthatoinak meghatarozasa numerikus
integralassal

Az alabbiakban olyan numerikus integralasi eljarast ismertetiink, amely csak a Fold tel-
jes felszinére vonatkozdan numerikusan kozelitd, az egyes térfogatelemekre azonban teljesen
szabatos megoldés. A numerikus integralashoz osszuk fel a Foldet kozelité gomb felszinét p-
1 szadmu paralellkorrel és s szamu merididnnal p-s szamu feliiletdarabra, a topografiat pe-

dig ezekre a feliiletdarabokra vonatkozé atlagmagassagokkal kozelitsiik! 4 70. abra jeldlései
szerint legyen

0
R'=R-T,-d,

és

ahol }Nzl.j az adott feliiletdarabra vonatkozo atlagmagassag, d; az izosztatikus kéregvastago-
das, T, a foldkéreg atlagos vastagsaga és R a Fold térfogataval azonos térfogata gomb suga-
ra.

Szamitsuk ki el6szor a 10. abran lathaté integralési hatarok figyelembe vételével a (18)
jobb oldalén szerepld harmas integralt. (Az egyszeriibb (17) ennek ismeretében mar kénnyen
kiszamithat6 lesz.) Az integraljel eldtti konstans szorz6tdl most dtmenetileg tekintsiink el, és
vezessiik be az

11



sin m

cos mA'
1= J‘J #"P,, (cos@'){ /1'} I(r',0',1")do

jelolést! Az emlitett felosztassal:

10. abra. Jeldléesek a numerikus integraldashoz,

Ry ® 2 4n

= ZZI _[ j ()" P,,(cos®") {COS ml} I(r',©',1)sin® dr'd®'dy  (21)

sin mA'
== R ©)1 4y

Mivel ugyanazon feliileti tomegelemen beliil $(r',0',4") slirliség a ©'-t6l és a A'-tdl flig-
getlen, a ©®' és a A' szerinti integraldsi hatdrok pedig allandok, ezért a (21) harmas integral
felbonthat6 harom egyszeres integral szorzatara

[C
I=1, I, (22)
IS
amelyben :
R+I’~llj
I = j I ()" dr! (23)

I cos mA'
= . di' (24)
I sin mA'
l!

12



@'/2
Iy = anm (cos®") sin®' dO' . (25)

01

Eldszor szamitsuk ki a (23) integralt a két egymastol kiilonb6zd alapesetben, kontinentalis és
Oceani teriiletekre. 4 7. dbra szerint ez az integral kontinentélis teriileteken, vagyis pozitiv

h; atlagmagassag esetén

R+l7ij R-T, R+l7l-j
Ip = I S () P dr'= (9, - 9,) J. ()" dr'+ 9, J. ()" dr! (26)
R-T,—d;; R-T,~dj; R

ahol 7, az atlagos foldkéregvastagsag és

dy = % Ej

a

az Airy-féle izosztatikus egyensulyi modellnek megfelelden. Elvégezve a (26) integralast,
majd egyszerl atalakitdsok utdn

Shy;

~ \n+3 ~ n+3
1 h.
I, = RN 1+L| 1|+, -9 )R-T,)""||1- -1
R 3 k [ R\] ( a k)( 0) [ (Sagk)(RTo)}

(27)

ahol 8, a foldkéreg, 9, pedig a felsé kopeny atlagos stirtisége (9, =2670kg/m’,
8, =3270kg/m”). Hasonléan szamithaté ki a (23) integrél tengervizzel boritott dcedni terii-

letekre, i, atlagos tengermelység esetén is

~y\ 1+3
h..

(&, —9,)R™ [1+iJ —1|+
R

Ip = (28)

~4 n+3
_ e | I D _
M {1 (&&)(RTO)J 1

ahol 9, ~1030kg/m> a tengerviz siirlisége, és

d; :M}N‘:

a
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a kéregelvékonyodas 6ceani teriileteken az Airy-féle izosztatikug egyensulyi modellnek meg-
felelden.

Egyszertien kiszdmithatok a (24) integralok is az

An + 4
I, = l(sin mA,, —sin mA; ) = Ecos mgsin m Al
m m 2 2
(29)
A + 4
I, = l(cos mA;, —cos mA,) = zsin m= "2 sin m =~
m m 2 2

alakban, ahol
AA=4;, — A, =const.

Végiil szamitsuk ki a (25) integral értékét! A mar korabban is alkalmazott ¢ =cos®'
helyettesitéssel

11=c0s©' ;|

Ip = j P, (t)dt (30)

th=cos©' ;)

amelyet gépi szamitasra is alkalmas rekurziv modszerrel oldunk meg.

Ehhez induljunk ki a (14) differencialasaval konnyen igazolhato

P, ()=1-1’ ”””() m-1)——=~P, () 31)

1-¢7

Osszefiiggésbol. Ugyanakkor az asszocialt Legendre-fiiggvények differencidlegyenletébol
levezethetd, hogy:

an (t) = 1 2(”’1 + 1) d n m+1 (t) n m+2 (t):l . (32)

n(n+1)—m(m+1)|: 1—¢2

(A (31) és a (32) Osszefliggés a ¢t =cos® vagya t=siny helyettesités esetén a polusok-
nal hatarozatlanna valik.) Kiszamitva a (31) ¢, és ¢, kozotti hatarozott integraljat és figye-
lembe véve a (32) 6sszefiiggést, az

_2(m+1)
¢ m+2

1
P, (0)dt = “ 33

i m+

n ,m+1 (t2) n ,m+1 (tl )]

h

14



alakra jutunk. Ebbdl lathato, hogy a rekurzios szamitéas inditasahoz sziikségiink van a P, (¢)

nn

integraljara is, ami viszont a
P, ()=1-3-5-..-2n-1)(1-t*)""? (34)
Osszefliggés [8] integralasaval nyerhetd az

%) )
-‘-P)m(t)dt :Ll Pnn(t2)'t2 _Pnn (tl)'tl +n(2n_1)(2n_3)jpn—2 n—2(t)dt . (35)
n-+ ’
|

i

alakban. Megjegyezziik, hogy a (35) kifejezés rekurziv médon torténd szamitasakor a polu-
sok kozelében kedvezotlen hibahalmozodas tapasztalhatd, ami viszont [11] modszerének al-
kalmazaséaval elkeriilhetd.

fgy tehat a (31), (32), (33), (34) és a (35) Osszefiiggés felhasznalasaval az I, integral
rekurziv médon — gépi szamitésra is alkalmas alakban — eldallithato.

5. A Kkisérleti szamitasok eredményei

Az eddigiekben vazolt megoldasi eljarassal kisérleti szdmitasokat végeztiink. A poten-
cidlzavar gombfiiggvénysoranak meghatarozasan keresztiil eldallitott geoidkép realis, a fel-
szini topografia jellegétdl fiiggden legfeljebb +10+30m nagysagrendii geoidunduldciok
adodtak [14].

Végiil megemlitjiik még, hogy a foldkéreg-levegd (6cedn) illetve a kéreg-fels6é kdpeny
hatarfeliileteknek a térben elfoglalt helyzetét nem ismerjiik pontosan, ezért ez a szamitott erd-
tér potencialfeliileteinek kismértékii eltolodasat okozhatja. Mi azonban a szamitassal megha-
tarozott geoidképet interpretacios célokra kivanjuk felhasznélni, ezért ezt az eltolodast fi-
gyelmen kiviil hagyhatjuk.

Az elkészitett szamitdgépprogramokon még tobb finomitas sziikséges — tobbek kozott
jelentdsen csokkenteniink kell a programok futasidejét és tarigényét — hogy a szamitasokat az
eddigieknél finomabb felbontasu atlagmagassag-adatrendszeren is elvégezhessiik. Erre al-
kalmasnak latszik a [12] altal kidolgozott eljaras. A szamitasi eredményeinkrdl a késébbiek-
ben kivanunk részletesen beszamolni.
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Co

Impact of Topographical and Isostatical Mass Distributions on the Geoid Forms
dr. L.V olgyesi - Gy. Toth
Summary

Geophysical interpretation of the main geoid anomalies and exact knowledge of the inner
structure of the Earth is an important question in geosciences. The authors suggest a new
method which separates the computable geoid heights due to the topographical and all the
known upper density distributions, from the unknown geoid originated from the deeper un-
known density distributions of the Earth. Subtracting the computed geoid heights from the
real geoid forms the residual geoid anomalies will be more simple and probable more easily
interpretable. A mathematical method is presented for calculating the geoid anomalies associ-
ated with the known upper density distribution of the Earth. The method is designed for digi-
tal computation.
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