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AZ EOTVOS-INGA MERESI IDEJENEK CSOKKENTESI
LEHETOSEGE
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ezans  Possibility for reducing the measurement time of the E6tvos torsion balance — The main
problem of torsion balance measurements is the long damping time, however it is possible to sig-
nificantly reduce it by modern technology. The damping curve can be precisely determined by CCD
sensors as well as computerized data collection and evaluation. The first part of this curve makes it
possible at least theoretically to estimate the final position of the arm at rest. Two methods are
presented here to solve the problem — a finite element solution of a fluid dynamics model based on
Navier-Stokes equations and a differential evolution algorithm.

Keywords: Eotvos torsion balance, damping time, CCD sensor, Navier-Stokes equations, CFD,
finite elements, differential evolution algorithm

Az Eétvos-inga mérések mindenkori legnagyobb problémdja a hosszu csillapodasi ido, azonban a
mai modern technika alkalmazasadval lehetség kindlkozik az észlelési ido jelentds csokkentésére. A
leolvasasra CCD-érzékeloket alkalmazva szamitogépes regisztralas és kiertékelés esetén igen jo
felbontassal meghatdrozhato a csillapodasi gorbe, amelynek kezdeti szakaszabol elvileg elére meg-
hatarozhato az inga nyugalmi helyzete. A feladat megoldasara két kiilonbozd lehetsséget mutatunk
be — a Navier-Stokes egyenletek végeselemes megoldasan alapulo aramlasi modell felhaszndldsat,
és a differencidlis evolucios algoritmus alkalmazadsat.

Kulcsszavak: Eotvos-inga, csillapodasi idé, CCD-érzékeld, Navier-Stokes egyenletek, numerikus
aramlastan, végeselemek, differencialis evolicios algoritmus

1 Bevezetés

A gravitaciés kutatasokban az 1950-es évektdl kezdve az Eotvos-inga mérések nehézkessége, id6-
igényessége miatt egyre inkabb a graviméteres mérések vették at a vezetd szerepet. Mivel az Uj
gravimétereket a nyugati orszagok stratégiai jelentdségli miiszereknek mindsitették, ezért a volt
szocialista orszagok nem juthattak hozza ezekhez a miiszerekhez. Emiatt az 6tvenes évektdl egészen
1967-ig az Eotvos-inga méréseknek egy ujabb aranykora kdvetkezett be hazankban. Napjainkban
els6sorban a geodéziai hasznositas teriiletén 0jabb igény jelentkezett az Edtvos-inga mérésekre
(Volgyesi et al. 2009a, 2009b). A modern technikai eszkdzok birtokaban most viszont lehetéségiink
nyilhat arra, hogy a hosszii mérési id6t (azimutonként 40 perc) lerdviditsiik és a mérések feldolgo-
zasat is automatizaljuk. A jelen tanulmanyban éppen ezért az a célunk, hogy megvizsgaljuk az inga
mozgasanak fizikai hatterét, kiilonds tekintettel a mérések feldolgozasaval kapcsolatos 11 igényekre,
a mérési id6 lerdviditésére. Ekdzben természetesen mindvégig szem eldtt tartjuk azt a szempontot,
hogy a mérési id6 hosszanak csokkentése ne menjen az ingaval elérhetd pontossag rovasara.

2 Az ingik csillapodasdnak tanulmanyozasara végzett mérések

Az Eotvos-inga mérések és kiilonbozod vizsgalatok céljara laboratoriumot alakitottunk ki a BME
”R” épiiletének pincéjében. Meghataroztuk a mérési pont koordinatait és a pontos északi iranyt
(Kovécs és Nagy 2010), valamint kiilonb6z6 kornyezeti (pl. homérséklet-valtozas) vizsgalatokat
végeztiink. A mérési helyszin abbdl a szempontbol kedvezonek tekinthetd, hogy a mérések soran
gyakorlatilag nem valtozott a hémérséklet, ezért az ingaméréseket leginkabb zavaré homérséklet-
valtozasokkal nem kellett foglalkoznunk.
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A BME Altalanos- és Felsdgeodézia Tanszék AUTERBAL-ingajanak 2008. évi felujitasat kovetden
fontos fejlesztéseket hajtottunk végre. Az automatikus leolvasas megvalositasa céljabol az 1. abran
bemutatott formaban CCD-érzékelds kamerakat szereltiink fel a leolvasé karokra, (egy igy készitett
felvétel a 2. abran lathatd) a skalak megvilagitasara pedig erds fényi LED-eket (fényemittald dio-
dakat) erésitettiink a leolvasd tavesovek ala. A kamerak vezérlését, a képek rogzitését szamitogép-
pel oldottuk meg, a sziikséges szoftvereket Linux operacids rendszer alatt fejlesztettiik. Mivel a
kamerak alkalmazasaval lehet6ség nyilt hosszll idon keresztiil masodpercenként akar tobb leolvasast
is végezni, ezzel 0j tavlatok nyiltak eddig ismeretlen jelenségek megfigyelésére. Lehetove valt pél-
daul a lengések csillapodasanak minden eddiginél pontosabb és részletesebb megfigyelése.

Az inga csillapodasanak tanulmanyozasa céljabol valamennyi azimutban tobb 40-50 perces fel-
vételt készitettlink masodpercenként négy leolvasassal. A csillapodasi gorbe finomszerkezetének
tanulmanyozasa céljabol masodpercenként 12, azaz kozel 0.08 masodpercenkénti leolvasassal, az
esetleges hosszabb periodusu mozgasok regisztralasara pedig két 24 oras 10 masodpercenkénti
leolvasassal rogzitettiik az ingak mozgasat.

A felvételek kiértékelését szintén szamitogéppel végeztikk egy sajat fejlesztésii, Octave nyelven
késziilt programcsomaggal. A skala elmozdulasat a képek kozotti keresztkorrelacio szamitasaval
hataroztuk meg, a képek Scharr-gradiensének (tehat nem kozvetleniil a sziirkeértékek) felhasznala-
saval (ez javit némileg a kontrasztviszonyokon, segit kikiiszobolni a vignettalasbol és a megvilagita-
si eltérésekbol szarmazo hibakat, stb) (Scharr, 2000).

A kiértékelés soran minden képnek vizsgaltuk az eltolodasat az azt megel6z6 négy képhez ké-
pest a skalaval parhuzamos iranyt tengely mentén vald eltolassal szamitott 2D keresztkorrelacioval,
majd a megel6z6 négy képen a leolvasas értékébdl és az imént meghatarozott eltolodasokbdl a kiér-
tékelés alatt allo képkockara négy leolvasas-értéket szamitottunk. A végleges leolvasast (durvahiba-
szlrés utan) a négy érték szamtani kozepe adta. A kiértékelés elbtt a képek méretét Lanczos-
interpolacioval (Duchon, 1979) kétszeresre nagyitottuk — elvileg ez is segiti a ,,pixel alatti pontos-
sag” elérését. Sajnos a skala elmozdulasa nem csak vizszintes, hanem sok esetben fliggbleges irany-
ban is szamottevd, igy nem lehetséges mindig egy tengely menti 2D keresztkorrelaciot alkalmazni a
képek kozotti elmozdulas kiértékelésére, hanem mindkét iranyt eltolasra is sziikség lehet. Ekkor
viszont sokkal lassabb a kiértékelés, ezért ebben az esetben nem mindig végeztiink 4 képes atlago-
last. A 3. abran a két tengely mentén vald eltolassal szamitott 2D keresztkorrelacid segitségével
torténd kiértekelésre lathatunk példat. A fels6 sorban a bal oldalon a megel6z6 képkocka, jobb olda-
lon a kiértékelés alatt 4llo képkocka Scharr-gradiense lathatd. Az alsé sorban a bal oldalon a két
tengely mentén torténd eltolassal szamitott 2D keresztkorrelacids fiiggvény lathato, a jobb oldalon
pedig ezen fiiggvény maximumhelyén atmend metszetei a két tengely iranyaban. Erdemes megfi-
gyelni a keresztkorrelacios fiiggvény jellegzetesen savos szerkezetét, amit az ismétlodo skalaoszta-
sok okoznak.

1. abra. CCD kamera alkalmazasa az automatikus leolvasashoz 2. abra. Leolvasas a CCD kameraval
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L vizszintes o
---====== fligglleges

3. abra. A kiértékel6 program egy képernydképe: a felsd sorban bal oldalon a megel6z6 képkocka, jobb oldalon a kiértékelés
alatt allo képkocka Scharr-gradiense-, alul a kett6 keresztkorrelacios képe és a max. keresztkorrelacios szelvény lathato.

Mivel a leolvasoberendezésben az indexszal mozdulatlan, és e mogott latjuk a skala képét el-
mozdulni, a két kép kozotti leolvasas-megvaltozas konnyebben meghatarozhato, ha az indexszalat a
képrol , kimontirozzuk”. A tovabbi feldolgozashoz (pl. digitalis képek alapjan abszolut leolvasasok
vizualis megtétele) az indexszal barmikor visszahelyezhetd a képekre, mivel annak helyzete a kép
koordinata-rendszerében adott.

A 24 6ras és a megnovelt mintavételezési gyakorisagi mérések feldolgozasahoz egy teljesen
mas elven — a skala osztasainak kovetésén — alapulo feldolgozoprogramot is kifejlesztettiink. Sajnos
azonban a normal csillapodasi gorbék igen meredek kezdeti periddusa, valamint a skala idénként
igen jelentGs fliggéleges iranyu ,,rezgése” nem mindig teszik lehetdvé a keresztkorrelacios modszer
kivaltasat.

A fenti mddszerrel eléallitott idésorokbdl rendelkezésiinkre alltak az igen részletes csillapodasi
gorbék, amelyek koziil egy jellegzetes esetet mutatunk be a 4. abran.
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4. abra. Jellegzetes csillapodasi gorbe
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3 Az Eotvos-inga 7 szabadsagi foku fizikai modellje

Az altalunk ismert szakirodalom (Selényi, 1953) megelégszik az Eotvis-inga egy szabadsagi foku,
csak a torzids lengéseket szamitasba vevo fizikai modelljével. Azonban a CCD-érzékeldvel felsze-
relt inga méréseinek értelmezéséhez és kiértékeléséhez sziikségiink van az inga kellden részletes
mechanikai modelljének kialakitasara. Ehhez a mechanika Lagrange-egyenleteit hasznaltuk fel
(Landau és Lifsic 1974).

Minden mechanikai rendszert egy adott L(gq,q,t) fiiggvény, a rendszer (altalanos esetben a ¢

1d6tol fiiggd) ¢ altalanos koordinatakkal és a ¢ altalanos sebességekkel felirt Lagrange-fiiggvénye
jellemez, és az s szabadsagi foku rendszer mozgasa a kovetkezd in. Lagrange-féle differencial-

egyenleteknek tesz eleget

4 B_L —a—LzO, (i=1,2,..5) 1)
dt\ 0q;, ) 9q,

ahol L = T'(q,q) — V(q) a kinetikus és potencialis energia kiilonbsége.

Ha a rendszer konzervativ (nincsenek disszipativ erék) és standard (holonom, valamint a kény-
szerer6k munkaja zérus), akkor a mechanikai rendszer mozgasa teljesen leirhatd ezekkel az egyenle-
tekkel. Az ingakar mozgasanak vizsgalatahoz ez a modell megfeleld, mivel els6 kozelitésben elte-
kinthetliink a disszipativ erdktdl, tovabba a torzids lengések modellezését és vizsgalatat, ahol a
disszipativ erdk figyelembe vétele 1ényeges, kiilon fogjuk elvégezni.

Az Ebtvos-inga Lagrange-egyenleteinek felirasahoz tekintsiik az 5. abrat! Az abra szerint az in-
ga harom testre bonthat6 (ezek az m’ tomegli ingakar és a két m nagysdgu tomeg), és Osszesen 7
szabadsagi fokkal rendelkezik, mivel a kovetkezd 7 altaldnos koordinata jellemzi a rendszer egy

srer

q=(a,0;B,y,0.n; ¢€)

Az abran lathatd B pont a 7 csavarasi allandoja és s hosszisagu torzios szal felsé befogasi pontja.

m i
. lo O (xyz origdja)

£0

5. dbra. Az E6tvos-inga mechanikai modellje
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A torzids szal alul a C pontban csatlakozik az m’ tomegl és K tehetetlenségi nyomatéki merevnek
tekintett DE + AC inga lengdkarhoz. A fels6 m ingatdmeg tomegkdzéppontja a D pontban, a kar
kozéppontjatdl £ tavolsagra, az alsd m ingatomeg tomegkdzéppontja a sulytalan, /# hosszasagi fona-
lon leloégatva az F pontban helyezkedik el.

Az altalanos g koordinatak értelmezéséhez és az inga pontjai helyzetének jellemzéséhez vezes-
stink be az abran lathato xyz jobbsodrasu térbeli derékszdgii koordinatarendszert. Ennek O origoja
legyen a B pont fiiggdlegesében, attol » + s tavolsagra, ahol  az 4 és C pontok tavolsaga. A rend-
szeriink x tengelye legyen a nyugalmi helyzetli inga rudjara merdleges, az y tengelye pedig mutas-
son erre merdlegesen a lelogatott m tdmeg irdnyaba. A BC egyenes helyzetét a z tengelyhez képest x
és y iranyban két szog, S és y adja meg; a CA egyenes helyzetét pedig a z tengelyhez képest x és y
iranyban ¢ és J. Az inga radjanak, az AE egyenesnek a helyzetét az y tengelyhez képest x és z irany-
ban az a és ugyancsak a o szogekkel lehet jellemezni. Végiil pedig az EF egyenesnek x €s y irany-
ban a z tengellyel bezart szogeit 0 és 7 adjak.

A kinetikus €s potencialis energia fiiggvényének eléallitasahoz fel kell irni a fenti xyz térbeli de-
rékszogl koordinatarendszerben a két ingatomeg (xp, vp, zp), (Xr, Vr, zr) helyzetvektorait, valamint
az ingakar P tdomegko6zéppontja (xp, yp, zp) helyzetvektorat. Ezen kiviil a (vpy, vpy, Vp:)s (Ve Vs Vi),
(Vex, Vpy, Vp:) sebességvektor Osszetevokre is sziikség van. Az inga leng6rendszerének V potenciélis
energiaja egyrészt a harom test egyiittes helyzeti energiajabol, masrészt a torzios szal csavarasabol
szarmaz6 potencialis energiabol adodik. Ha a nyugalmi helyzet potencialis energiaja zérus, és g a P
pontbeli nehézségi gyorsulas, akkor

V=1t +mgz, + mg(z, +h)+m'gz,. @

A teljes T kinetikus energia a mozgasi és forgasi energidk dsszege, amely a testek sebességeivel és a
forgéstengelyre vonatkozd szogsebességeikkel felirhatd. Az inga karjanak a tomegkdzéppontjan
atmend z, valamint x, y tengelyekkel parhuzamos tengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékai
legyenek rendre K, I,”, I, . Igy a rendszer teljes kinetikus energiaja

=LK+ 118 431 L+ v + o], )

_ 2 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2 2 4 4 4 P
ahol v, =,/vp, +Vp, Vo, s Ve =Vh Ve Ve s Vp =V +Vp, +Vp. , €s a valtozo fOl€ tett pont

az 1d6 szerinti derivalast jeldli.

A (2) és a (3) kifejezéseket beirva az (1) egyenletbe megkapjuk az E6tvos-inga mechanikai mo-
delljéhez tartozd Lagrange-egyenleteket. Ezekbdl a mechanikai rendszer sajatfrekvencidinak és
rezgési moduszainak meghatarozasa a kis amplitad6jua rezgést végzo rendszer Lagrange-fiiggvénye
segitségével megoldhatd. A részletes levezetést mellozve, a kapott egyenletekbdl kitiinik, hogy
nincs csatolas a q, =[e, 5, ¢, 01" ésa o =7 8,n]" vektorvaltozok kozott, amelyek kiilon-kiilon a

rendszer mozgasanak transzverzalis (rudra merdleges) és longitudinalis (a rid irAnyaba esd) Ossze-
tevoit jellemzik.

Landau ¢és Lifsic (1974) modszerét kdvetve és a részletektdl ismét eltekintve, a rendszer sajat-
rezgéseinek w korfrekvenciajat tigy talalhatjuk meg, hogy megoldjuk az alabbi altalanositott sajatér-
ték-problémakat (az A sajatvektor az egyes koordinatak szerinti rezgések amplitadoit, vagyis a rez-
gési moduszképet adja meg):

(@*M,; -K))A =0, i=1,2. 4)

A (4) egyenletet K;'-gyel szorozva és bevezetve a B; = K;'M; matrixot, végeredményben a
y=1/w" sajatértékekkel vett két szokésos sajatérték-problémat kell megoldanunk:

B,A=vA, i=1,2. (5)
A numerikus megoldas érdekében ki kell szdmitanunk, vagy legalabbis meg kell becstilniink az (5)

egyenletben szerepld fizikai paramétereket. A rendszer sajatfrekvenciai pedig az f; = 1/(275\/71. )
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Osszefliggésbdl szamithatok ki a y, sajatértékek ismeretében. Ezeket, illetve a megfeleld T; = 1/f;

periodusidoket az Auterbal-inga esetében az 1. tablazatban lathatjuk.

Az ingara szerelt CCD érzékeld elsésorban az ingakar a szogelfordulasat képes regisztralni. A
tablazat szerint ezek a T2, T3, T4 transzverzalis moduszok. A T4 moddusz a torzids lengéseknek
felel meg, viszont azt varjuk, hogy a CCD regisztratumban — kellé frekvenciaju mintavételezés
esetén — latszani fognak a T2 és T3 rezgésekhez tartozo sajatfrekvenciak is. Ennek ellendrzésére
elvégeztiik egy 5 perces, 12.5 Hz-es mintavételezési frekvenciaju regisztratum spektralis analizisét.
Az id6sor egyenletességének biztositasahoz a teljesitménysiirliség spektrum (PSD) meghatarozasa
elétt Akima spline interpolacidval meghataroztuk minden 0.08 masodperces idéponthoz tartozo
interpolalt skala leolvasas értéket. A PSD becslését a Riedel ¢és Sidorenko (1995) altal ismertetett
szinuszos multitaper eljarassal végeztiik el. Az idGsor igy kiszamitott teljesitménysiiriség spektruma
a 6. abran lathato.

A PSD-ben harom jellegzetes Osszetevo latszik. A legmagasabb frekvenciaju 3.42 Hz-nél talal-
hato, ami 7%-kal nagyobb a T2 méduszhoz tartozo elméleti értéknél (3.19 Hz). A 0.837 Hz-es sz-
szetevd 2%-os eltéréssel megegyezik a T3 elméleti értékével. Frdekes a 0.413 Hz-es Osszetevé
jelenléte, ami a T3 értékének jo kozelitéssel a fele. Elképzelésiink szerint a 0.413 Hz-es frekvencia
Osszetevo megjelenésének talan az lehet az oka, hogy a két antiparallel elhelyezésli inga rezgései a
felfiiggesztd szerkezeten keresztiil valamilyen modon egymashoz csatolddnak. Minden esetre ez a
kérdés a mechanikai modell tovabbi bovitésével és elemzésével eldonthetd lesz.

A kérdés gyakorlati jelentdsége abban all, hogy vilagosan latszik: az ingakar mozgasat leiré id6-
sor a mechanikai rendszer sajatossagaibodl fakadoan kiilonbozo frekvenciaju rezgéseket tartalmaz. A
nyugalmi helyzet becslése szempontjabdl szamunkra csak a T4 mod érdekes. Ezért a nyugalmi
helyzetre vonatkozo skalaleolvasas becslése eldtt kivanatos az iddsorbol eltavolitani mindazokat a
frekvenciakat, amelyek a becslés szempontjabol mérési ,,zajnak™ tekinthetd rezgési modokhoz tar-
toznak.

4 Az inga csillapodasanak fizikai modellje

4.1 Viszkozus csillapitasi modell

Az ingahazban leng6 ingakar mozgésat legegyszeriibben viszkozusan csillapitott torzids lengésként
tudjuk modellezni. A csillapitott rezgések elmélete szerint (Landau és Lifsic 1974) az inga esetében

(alulcsillapitott eset) a keletkez6 mozgas a kdvetkezd 5 paraméteres fiiggvénnyel irhatd le (x a leol-
vasas, t az 1d6):

x=a,+ae ™ cos(a;t—a,), (6)

ahol ay, ..., a, a mozgéasra jellemz6 paraméterek.
Szamunkra az a, paraméter becslése az, ami kiilondsen érdekes, mert ez az inga nyugalmi hely-
zetéhez tartozo leolvasas értéke.

1. tablazat. Az Auterbal-inga szamitott sajatfrekvenciai és periodusiddi. A tablazatban csak a *-gal jelolt moéduszokhoz
tartozik jelentds nagysagh o amplitido

Transzverzalis rezgési moduszok f; [Hz] T; [s]
i=1(T1) 26.044 0.0384
i =2 (T2%) 3.1859 0.3139
i =3 (T3%) 0.8560 1.1683
i =4 (T4%) 0.00096853 1032.50
Longitudinalis rezgési moduszok f; [Hz] T; [s]
i=1(1) 2.1754 0.4597
i=2(L2) 1.5848 0.6310
i=3(L3) 0.8054 1.2416

Geomatikai Kozlemények XII1/2, 2010



AZ EOTVOS-INGA MERESI IDEJENEK CSOKKENTESI LEHETOSEGE

=)
]
:

0.413 Hz

3.42 Hz

pierQ/Hz
=]
\
s

3
L

L L L L "

3
f (Hz)
6. abra. 12.5 Hz-es mintavételezési frekvenciaju CCD regisztratum idésoranak teljesitménysiirtiség spektruma

Az ¢el6z6 részben mondottak szerint egy 19-ed rendii alulatereszto IIR (végtelen impulzusvalaszi)
Butterworth-sziir6t terveztiink, mellyel eltavolitottuk a jelben talalhatd 0.4 Hz-nél magasabb frek-
venciakat. Ennek a sziirdnek a tervezés szerint a levagasi frekvenciaja 0.32 Hz, az elnyomasi frek-
vencidja pedig 0.4 Hz. Az alulateresztd szlirdvel szlrt, a [] (négyszdg) inga 1. azimutjaban mért
iddsor 7. abran lathato teljesitménystrség-spektruma (PSD) jol mutatja a sziirés hatékonysagat,
ugyanis a szlrt jel teljesitménye a 0.5 Hz-es és magasabb frekvencidn mar 11 nagysagrenddel le-
csokkent.

A magas frekvenciak kisziirése utani adatsoron elvégeztiik az elméleti exponencialis csillapitasi
modell illesztését és a nyugalmi leolvasas becslését. Az ingakar T4 modu csillapitatlan torzios rez-
gésének 1032 masodperc koriili periodusidejét a fellépd viszkozus csillapitas jelentésen befolyasol-

ja.

T T T T T T

10° — fposs=0.32 Hz

aiv? fHz

N

e

0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
f (Hz)

7. abra. A sziirt 4 Hz-es mintavételezési frekvenciaju, a [] inga 1. azimutjaban rogzitett CCD regisztratum idésoranak
teljesitménysiirtiség spektruma (div jeloli a skalaleolvasasi egységet)
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Ha a (6) egyenletet a szokasos nemlinearis legkisebb négyzetes kiegyenlitési feladatként fogalmaz-
zuk meg, akkor a kozvetitd egyenletek az n adatpontra az alabbiak lesznek:

¢y + e cos(ayt,) + ce” " sin(ayt,) —x, =0, i=1,..,n

Ez az egyenletrendszer optimalis legkisebb négyzetek szerinti becslést szolgaltat a keresett 5 para-
méterre. Mivel a paraméterek egy része nem linedris, ezért sziikséges az uj paramétereket felhasz-
nalva megismételni a kiegyenlitést ujbol és ujbol addig, amig az iteracié fixponthoz nem konvergal.

A meghatarozasba bevont, a [] inga 1. azimutjaban mért idésor adatok egy kezdo ¢, és egy végso
t, idépont kozott helyezkedtek el. Az illeszkedést els6sorban abbdl a szempontbol vizsgaltuk meg,
hogy az a, paraméter becslése mennyiben tért el a helyes ay = 422.48 skélaosztas egység értéktol.
Ezeket az eltéréseket ¢, és t, fliggvényében a 2. tdblazatban talalhatjuk meg.

A 2. tablazatbol lathatjuk, hogy az optimalis megoldast a 150 és 600 masodperc kozotti leolva-
sas adatokhoz tortént illesztés adta. Természetesen még szamos tovabbi vizsgalatot kell elvégezni
annak érdekében, hogy valdban a legoptimalisabb becslést kaphassuk meg a kezdeti leolvasasok
alapjan, és hogy hogyan tudjuk eldonteni azt, mi legyen ¢, és t, optimalis értéke. Minden esetre
elmondhatjuk, hogy ezek az eredmények biztatdoak és azt mutatjak, hogy akar néhany tized skala-
osztas egység pontossaggal is képesek lehetiink eldre jelezni az inga nyugalmi helyzetéhez tartozo
leolvasast csupan az elsé 10 perc mérési adataira tdmaszkodva.

4.2. Aramlasi modell

Az ingakar mozgéasanak pontosabb modellezése csak aramlasi modellek segitségével lehetséges.
Ezek a modellek a végeselemek modszerén alapulnak és képesek figyelembe venni a mozg6 testek,
az ireg ¢és a csillapité kozeg (levegd) geometriai és fizikai paramétereit. Azt mondhatjuk, hogy
bonyolult szilardtest — folyadék (levegd) kdlesonhatas 1ép fel az ingahaz belsejében, mert a szilard
test és a levegd mozgasa egymashoz csatolodik, egymast jelentGsen befolyasolja. Az ilyen jellegii
problémakat a szakirodalomban ,,multi-physics problem” elnevezéssel illetik, mert mind mechani-
kai, mind aramlasi modellekre sziikség van a feladat megoldasahoz, és ezeket egyiittesen kell kezel-
niink.

A levegd viszkozus (strlodo), és normal homérsékleten, valamint nyomason kb. 100 m/s-os
aramlasi sebességig 0sszenyomhatatlan folyadéknak tekinthetd. Ekkor a mozgasanak leirdsara az
alabbi Navier-Stokes egyenlet szolgal (Pozrikidis 2001, 282.0.)

Dv

—:—leJrv Ve lF ,
Dt p p

ahol v a sebesség, p a nyomas, p a tomegsiriiség, F a folyadékra hato térfogati erd, D /Dt az anyagi
derivalt, v pedig a kinematikai viszkozitas. A Navier-Stokes egyenlet Newton masodik tdrvényének
felirasa a strlodasos kozeg aramlasara. Az egyenlet alapjan az ingahazban mozgd ingakar és az
araml6 levegd kétdimenzios, numerikus aramlastani (CFD) modellezését végeztiik el.

Ehhez el6szor is sziikségiink volt a modell geometriai és fizikai paramétereinek felvételére. A
8. abra mutatja a felvett modell geometriai paramétereit és a szamitashoz felhasznalt numerikus
halot.

A felvett fizikai paraméterek a kovetkezok voltak (cm, g, hektoszekundum egységekben):
a levego stiriisége: 0.00129,
viszkozitasa: 0.0182,
a torzids szal allandoja: 660,
a lengokar tehetetlenségi nyomatéka: 2400, a kar homogén tomegeloszlasu.

A kezdeti feltételek:

e  kezdeti szogelfordulas: -0.02 rad,
e akezdeti szogsebesség: 0.
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A numerikus aramlastani vizsgalatokhoz, a szilard test (ingakar) és folyadék (levegd) mozgasanak
analitikus leirasahoz a Janela et al. (2005) altal javasolt biintet6fiiggvény modszert alkalmaztuk.

A felvett numerikus hald (végeselemek) haromszogeinek szdma 15386, a csucspontok szama
7829 volt. A biintetéfiiggvény paraméterére 10-os értéket vettiink fel.

2. tablazat. A [] inga 1. azimutjaban mért idésor becsiilt @y paraméter eltérése a helyes értéktdl
az illesztés kezd6 és végso idopontja fiiggvényében (skalaosztas egységben)

t (s) t (s) eltérés (div)
60 400 -7.18
100 400 -11.26
60 600 -2.80
120 600 -1.5
180 600 0.54
150 600 -0.16
150 720 0.42
150 660 0.79
150 420 -0.93

A szamitas elinditdsdhoz a kezdeti sebességmezdt a Stokes-egyenletek megoldasaval szamitottuk. A
szamitasok id6lépéskdze 20 s volt, a 1épések szama pedig 50.

A biintetéfiiggvény modszer részletei megtalalhatok a vonatkozé szakirodalomban (Janela et al.
2005). Az eljaras 1ényege roviden az, hogy minden id61épésben meg kell oldani egy két egyenletbdl
allo egyenletrendszert a numerikus halé haromszogelemein, amely egyenletekben a biintet6fiigg-
vény reciprokaként adod6 nagy szammal vald szorzas a mozgé ingakart leir6 tartomany belsejében
mintegy kikényszeriti a kozel zérus deformaciot. Ez eredményezi a modellezés soran a kar merev
testként torténé mozgasat. A probléma numerikus megoldasahoz egy kozel 400 soros, a FreeFem++
szoftver (http://www.freefem.org, 2011-01-25) programnyelvén készitett sajat fejlesztésii eljarast
hasznaltuk fel.

A 9. dbran bemutatjuk egy olyan szimulacié eredményét, amelynek soran sikeresen modelleztiik
az ingakar mozgasat. A szimulalt elfordulési id6sorhoz elvégeztiik a (6) modell illesztését (az ao
paraméter most zérus értékii). Az illesztési eltérések 10 rad (0.2 — 0.3 skalaosztas) nagysagrendii
400 masodperc koriili periddusideji kvazi periodikus eltérést mutatnak a viszkézus modellhez ké-
pest. A CCD-érzékel6vel nyert idésorok feldolgozasa esetén is sok esetben hasonld jellegii eltérése-
ket tapasztaltunk a viszk6zus modellhez képest. Ez minden esetre azt jelzi, hogy az egyszerii visz-
kozus csillapitasi modell nagy pontossagi igények esetén mar nem biztos, hogy kielégitd.

A szimulaciobol meghatarozhato a tényleges lengésidd, a csillapitasra korrigalt lengésidé és az
a, viszkozus csillapitasi paraméter is. A modellezésbdl kapott korrigalt lengésidé 1027 s volt (az
elvi 1198 s helyett), az a, csillapitasi paraméter értéke pedig 0.264 lett az elvi 0.4 helyett. Azt is
tapasztaltuk, hogy a numerikus halo felbontasanak, a viszkozitasnak és a biintetd paraméter valtoz-
tatasanak fiiggvényében a szamitas bizonyos esetekben instabilla valik. Ezért azt tervezziik, hogy
masfajta szamitasi eljarasokkal is modellezziik az ingakar mozgasat. Illyen modszer lehet példaul a
Lagrange-multiplikator/fiktiv tartomany eljards (Glowinski et al. 1998). Ezen kiviil lehet6ség van a
valddi térbeli modellezésre is, példaul a kifejezetten ,,multi-physics” problémakra kidolgozott
oomph-lib eljaraskonyvtar (Heil és Hazel 2006) segitségével.

tbmeg felfliggesztd szal ingakar felsd tomeg
| | |
T
;: 3cm
Li.'lkﬂ e ¢

- 23 cm -
8. abra. Az E-54-es Eotvos-inga kétdimenzios numerikus aramléstani vizsgalatokhoz kialakitott geometriai modellje
és az ingakamra f6bb méretei (feliilnézetben)
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9. abra. Az E-54-es E6tvos-inga numerikus aramlastani modellezéssel szamitott a elfordulasi szoge
és w szogsebessége a ¢ id6 fliggvényében (# mértékegysége 1 hs = 100 s)

5 A differencialis evoliicios algoritmus alkalmazasa

Az evolucids algoritmus olyan keresési technika, amellyel optimumot vagy egy adott tulajdonsagu
elemet lehet keresni. A matematikai modell logikdja a jol ismert bioldgiai hasonlatra épiil. Az evo-
lucids algoritmusok szamitogépes szimulaciokkal valosithatok meg. A populacio egyedeit a keresési
tér elemei alkotjak, melyeket keresztezni (rekombinalni) és mutélni lehet, igy 0j egyedek hozhatok
létre. A keresési téren értelmezett célfiiggvény a ratermettségi (fitness) fiiggvény. Az evollcids
algoritmus egyrészt j egyedeket hoz 1étre a keresztezés €s a mutdcio operatorokkal, masrészt kiszii-
ri a rosszabb célfiiggvény értékkel rendelkez6 egyedeket és eltavolitja a populaciobol. Altalaban az
algoritmus a globalis optimumhoz konvergal, ebben tud tobbet mint egy hagyomanyos linearis LKN
illesztés; nem kellenek elézetes értékek, csak hatarértékek a paraméterekre. Az evolucids algoritmus
logikajat a 10. abran bemutatott folyamatabran kovethetjiik. Esetiinkben az alkalmazott evolucios
algoritmus a differencialis evolucié volt (Storn és Prince 1997).

Az inga lengését leird egyszerisitett differencialegyenlet-rendszer (figyelembe véve a lelogo
tomeg rezgéseit és viszkozus csillapitast feltételezve):

dx

“_y

dt
dvx:—ﬂo_VX+C1-woz.y_Qoz_x;
Q- f o fo

dy

Doy

e 7
d Gy G0 @
a O fy S o

Az egyenletekben x az ingakar szogelfordulasa, y a lelogo tomeg fliggblegessel bezart szoge, v, és v,
a szogsebességek, Q) az ingakar csillapitatlan lengésének korfrekvenciaja, w, a lelogd tomeg rezgé-
seinek sajatfrekvencidja, O a lengés csillapitasanak tényezdje, f;, C; és C, pedig az Eotvos-inga
geometriai és fizikai paramétereibdl levezethetd allandok. Az egyenleteket valamely ¢, id6pontban
felvett kezdéparaméterek mellett (xy, vy, yo, v,0) numerikusan integralva meghatarozhat6 az ingakar
elfordulasa tetszéleges idopontban, ezaltal (a tiikkor és a skala kozotti tavolsag figyelembe vételével)
szamithato a leolvasas értéke is.
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10. abra. Probléma megoldésa evolucios algoritmussal

Fogalmazzuk meg az illesztési feladatot a kdvetkezoképpen: a rogzitett mérések iddsora alapjan
keressiik a differencidlegyenlet-rendszer kezd6értékeit, valamint az ingéra jellemz6 allandok (pon-
tositott) értékeit. Tekintsiik célfiiggvénynek adott paraméterek mellett a kiintegralt leolvasas-értékek
¢és a tényleges leolvasds-értékek eltéréseinek négyzetdsszegét. A feladat gyakorlati végrehajtasa
soran a leolvasas-értékek szamitasakor az inga driftjét is figyelembe vessziik, valamint természete-
sen azt az elméleti leolvasas-értéket, ami koriil a lengés torténik. Ez masodfoku driftkozelités esetén
harom plusz paramétert jelent az illesztésben.

A gyakorlati megvalositas C nyelven késziilt, a numerikus integralashoz a IV. rendii Runge-
Kutta médszert alkalmaztuk. Kisérleteinket az E6tvos Lorand Geofizikai Intézet E-54 tipusu ingaja-
val végeztiik 2007. oktober 20-an, a kisérleti mérés helyszine az ELGI Matyas-hegyi laboratériuma
volt. Az illesztés maradék ellentmondasaira egy példa lathato a 11. abran. A leolvasés-idésorokat
elozetesen nem szirtiik. Bar eldrejelzés szempontjabdl a 4. fejezetben ismerettett modszerhez képest
kevésbé kedvezd eredményeket kaptunk, lehetdségiink adodik az inga néhany fizikai paraméterének
(pl. ingakar hossza, tehetetlenségi nyomaték, csillapitasi tényezd, tiikor-skala tavolsag, drift paramé-
terek) pontosabb megismerésére.

2

15

Ellentmondas [osztasrész)]
o

-0.5
1 25 perc
20 perc
-1.5
idé [perc]
-2
0 5 10 15 20 25 30

11. abra. A differencialis evolucios modszerrel torténd illesztés maradék ellentmondasai osztasegységben,
az illesztés idGtartama szerint (5 perc és 40 perc kozott, 5 perces 1épésekben).
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6 Osszefoglalas

Tanulméanyunkban bemutattuk, hogy igéretes lehetdség van az Eotvos-inga hosszi mérési idejének
jelentds csokkentésére a modern technika segitségével. A CCD érzékelokkel rogzitett mérési adato-
kat kiértékelve, és az inga részletes mechanikai és fizikai modelljét felhasznalva a szamitasokhoz,
megmutattuk, hogy elegendé lehet az azimutonkénti 10 perces mérési id6 — a jelenlegi 40 perc he-
lyett — az ingakar nyugalmi helyzetéhez tartozé skalaleolvasas kellden pontos becsléséhez. A
2. tablazat illesztési adatai ugyanis azt mutatjak, hogy nagyjabol 10 perc utan a vizsgalt és szliréssel
simitott id6sor esetében a csillapodas utani helyzet becslési eltérései mar 1 skalaosztas egység alat-
tiak. Ez a 4. és 9. abrak tantisaga szerint koriilbelill megegyezik azzal az idével, amikor az ingakar
mozgasi szogsebessége zérussa valik. Természetesen ahhoz, hogy ezt az eljarast rutinszertien tudjuk
alkalmazni a jov6ben a terepi E6tvos-inga mérések esetében, még tovabbi fejlesztésekre és vizsgala-
tokra van sziikség.

Koszonetnyilvanitas. Kutatasaink a 76231 sz. OTKA tamogatasaval folynak. K&szonettel tartozunk
az Eotvos Lorand Geofizikai Intézetnek és Csapd Gézanak az E-54 tipusu ingaval folytatott kisérle-
tek lehet6vé tételéért.
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