5. A GEOID ES A FIZIKAI FOLDFELSZIN
MEGHATAROZASA

51. A feladat leirasa

Lattuk, hogy a foldalakot altalaban pontonként hatarozzuk meg [152.]. A meghataro-
zando fellleten, a Fold elméleti vagy a fizikai alakjanak felszinén kivalasztott pontok
— a felsb6geodézidban altaldaban a geodéziai alaphalézatok pontjainak, illetve geoidi
megfelelGiknek — térbeli helyzetét a jelenlegi gyakorlatban altalaban ellipszoidi feliileti
koordinatakkal adjuk meg. Az eddigiekben megismertik azokat a modszereket,
amelyekkel a Fold alakjat j6l megkdzelitdé vonatkoztatasi ellipszoid méretét és alakjat,
valamint a hozza kapcsolodd — a Fold valodi nehézségi erbterét jol megkozelité —
normal nehézseégi erétér jellemzdit meg lehet hatarozni [3.]. Megismertuk tovabba a
kivalasztott vonatkoztatasi ellipszoid térbeli elhelyezésének megoldasait [4.].

Mesterséges holdak észlelésére tamaszkod6é modszerek (pl. a GPS) alkalmazasaval
a létesitett geodéziai alapponthaldzat pontjainak teljes értéki térbeli (haromdimenzi-
0s) helymeghatarozasat kapjuk eredményul. Ez azt jelenti, hogy egyetlen eljarasban
meghatarozzuk a halézat pontjainak ¢, A; ellipszoidi féldrajzi koordinatait és az ellip-
szoid feletti h; magassagat. Ezzel a fizikai féldfelszin geometriai meghatarozasat
(legalabbis a fels6geodézia feladatat képezé részben) elvégeztik, de a felhasznald
részére a foldfelszini pontok geoid (tengerszint) feletti magassagat is meg kell ad-
nunk. A mesterséges holdas technikak esetén ezt akkor tudjuk megtenni, ha ismerjik
(meghatarozzuk) a geoid alakjat is.

Hagyomanyos (sz0g- és tavolsagmeérésekkel meghatarozott) foldfelszini geodéziai
halézat esetében kuldénvalik a vonatkoztatasi ellipszoid felszinén végzett vizszintes
és a ra mer6leges iranyu magassagi értelmi helymeghatarozas.

Az ellipszoid és a halézat egymashoz viszonyitott elhelyezésével és tajekozasaval
meghatarozzuk a hal6ézat legaldbb egy pontjanak (a csillagaszati kiindulépontnak) a
¢, A1 ellipszoidi foldrajzi koordinatait és a kiinduld oldal ellipszoidi azimutjat. Ebbél
kiindulva, a hal6zat mérési eredményei (szogek és tavolsagok) alapjan, az |. geodé-
ziai féfeladatnak (a Geodéziai alaphalézatok tantargyban megismert) 6sszefiggései-
vel szamithatok a tobbi haldzati pontok ¢, 4; ellipszoidi foldrajzi koordinatai. Ezzel az
alaphal6zati pontok vizszintes értelmi helymeghatarozasat elvégeztuk.

A térbeli (haromdimenzios) helymeghatarozashoz azonban még hozzatartozik a
harmadik koordinata, az ellipszoid feletti magassag meghatarozasa is. Ennek mod-
szereit fogjuk targyalni ebben a részben. Az eljarasok kulonboznek attdl fuggden,
hogy a Fold elméleti alakjan (a geoidon), vagy a fizikai foldfelszinen fekvé pontok
helyzetét akarjuk magassagi értelemben meghatarozni. Ezért a két kérdést kulon
targyaljuk.

El6szér, a geoid meghatarozasara szolgaldé modszerekkel ismerkedlink meg, mert
erre egyarant szikség van akar hagyomanyos, akar mesterséges holdas technikaval
dolgozunk.



52. A geoid meghatarozasa

A Fold elméleti alakjanak vizsgalatahoz altalaban nem jelolink ki kulon e célra szol-
gald pontokat (néhany kivételes esettdl eltekintve), hanem erre a célra is a geodéziai
alaphalozat pontjait — pontosabban geoidi megfelel6jliket — hasznaljuk. Ez azt jelenti,
hogy a geoidi pontok vizszintes helyzetének meghatarozasaval altalaban nem kell
kulon foglalkoznunk, mert ezek az alaphal6zati pontok ellipszoidi normalisan, a
geoidon fekvd pontok, ezért ¢, A ellipszoidi féldrajzi koordinatadik megegyeznek a
foldfelszini haldzati pontéval. igy a kérdés csak a harmadik koordinata, a geoidi pont
ellipszoid feletti magassaganak, mas széval az N geoid-ellipszoid tavolsagnak, vagy
geoidundulacionak a meghatarozasa.

Ennek a feladatnak a megoldasara a torténelmi fejlédés soran geometriai és fizikai
mddszerek alakultak ki.

521. A csillagaszati szintezés

Ez az eljaras a geoid meghatarozasanak geometriai modszere, mely kizarélag szdg
és tavolsag jellegli mennyiségekre tamaszkodik.

521.1. A csillagaszati szintezés elve

A mddszer alkalmazasakor mind a vonatkoztatasi ellipszoidot, mind pedig a geoidot
tisztan geometriai feliiletként kezeljuk (elvonatkoztatva minden fizikai tartalomtol).
Térbeli helyzetlket fellleti normalisaik iranyaval jellemezzik. A geoidi feluleti norma-
lis (a geoidi helyi fuggbleges) iranyat a csillagaszati-geodéziai modszerrel mért és a
geoidra atszamitott ®, A szintfellileti (geoidi) f6ldrajzi koordinatakkal, mig az ellip-
szoidi normalis iranyat a ¢, A ellipszoidi féldrajzi koordinatakkal adjuk meg a foldi tér-
beli derékszdgl koordinata-rendszer (valamelyik, jelenleg az ITRS megvaldsulasa-
nak) Z tengelyéhez és XZ sikjahoz, a kezdé meridiansikhoz viszonyitva.

A modszer hasznalatanak eléfeltétele tehat, hogy legyenek olyan pontjaink, ame-
lyekben mindkét fajta koordinatakat ismerjiik. Ezek a gyakorlatban a geodéziai alap-
halézat pontjai kdzll azok, ahol féldrajzi helymeghatarozas mérést is végeztlink
(csillagaszati-geodéziai pontok). llyenek altalaban egymastol, néhanyszor 10 km ta-
volsagban allnak rendelkezésre (a foldrajzi helymeghatarozasok magas idé-és kolt-
ségigenye miatt nem sirdbben).

A geoid alakjat gyakran metszetek mentén tanulmanyozzuk. (Mint késébb latni fog-
juk, egymasra merdleges metszetekbdl valamely terllet geoidképe is megszerkeszt-
hetd lesz.) A két felllet, a geoid és az ellipszoid egymashoz viszonyitott helyzetét a
fellleti normalisok altal bezart szog, a 9(&, 7) fiiggbvonal-elhajlas jellemzi.

A geoid-ellipszoid tavolsag AN1 x = Nx — N1 megvaltozasat a P4,P, szakaszon a fug-
g6vonal-elhajlas metszet iranyaba es6  vetlletének

k k
AN1 k= N =Ny = —'[19 ds =~ .48 (5211.1)
1 i=1



vonalintegralja adja meg, ahol ¢ = £cos « + 7 sina és « a metszet azimutja. Ebbdl
lathato, hogy ezzel a mddszerrel a geoid-ellipszoid tavolsagoknak csak a klilbnbsége
(vagy megvaltozasa) szamithatd ki, hasonléan a szintezéshez, amely magassagku-
I6nbségeket eredményez. (Innen van az eljaras elnevezeése.)

Az (5211.1)-ben szerepl6 vonalintegral analitikus kiszamitasahoz ismerni kellene a
fuggbvonal-elhajlas ivhossz szerinti eloszlasanak ¢ = ¢(s) fuggvényét. Ennek hia-
nyaban a metszetet a P; ismert pontokkal s; i+1 véges hosszusagu szakaszokra oszt-

va numerikus integralast végzunk, ahol a szakaszok 5,,,” atlagos fiiggévonal-elhajlas

ertekét az ismert értékek alapjan valamilyen predikcios eljarassal, szamszerd, vagy
rajzi uton hatarozzuk meg.

A geoid alakjat legtdbbszér E-D-i (azaz meridian), és K-Ny-i (azaz I. vertikalis) iranyu
metszetben vizsgaljuk. Ekkor a fligg6évonal-elhajlas megfelel6 vetuletét éppen a me-
ridian iranyu &£és az |. vertikalis iranyu n 0sszetevéje adja.

521.2. A csillagaszati szintezés gyakorlati végrehajtasa

A geoid metszetének szerkesztésekor elsésorban az szikséges, hogy a kivalasztott
metszet mentén csillagaszati-geodéziai pontokat hatarozzunk meg, vagy ilyenek mas
munkalatok eredményeként mar rendelkezésre alljanak. A széban 1évd csillagaszati
geodéziai pontok ellipszoidi foldrajzi koordinatakat altalaban alaphal6zati, vagy eh-
hez kapcsolod6 szdg- és tavolsagmérések alapjan hatarozzuk meg, mig szintfellileti
féldrajzi koordinatait a Kozmikus geodézia tantargyban megismert foldrajzi helymeg-
hatarozasi modszerekkel mérjuk. A kétféle koordinatak kulonbségébdl szamitjuk a
metszetbe esé P; csillagaszati-geodéziai pontok fuggdvonal-elhajlas értékét. Szukseg
esetén (ha a metszet altalanos iranyu), az igy nyert értekeket a metszet sikjara ve-
titjuk. Az egymas utani csillagaszati-geodéziai pontok kdzotti véges szakaszokra
hatarozzuk meg a geoid-ellipszoid tavolsag megvaltozasat a (5211.1) alapjan, nume-
rikus integralassal.

Ennek egyik megoldasa a rajzi eljaras. Ez esetben derékszdgl sikkoordinata-
rendszerben abrazoljuk az ismert fliggbévonal-elhajlas értékeket a pontok ellipszoidi
foldrajzi koordinataibdl kiszamitott metszetiranyu ivhossz (tavolsag) fuggvényében.
Az igy kapott pontok 0sszekotésével allitjuk el6 a ¢ = Xs) fuggvénygorbe gyakorlati
megkozelitbjet. Az (5211.1)-ben szerepld integral geometriai értelme éppen az ez
alatti tertlet, amelynek nagysagat a rajzolt teriletek meghatarozasara szolgalé méd-
szerek egyikével (pl. lamellazas, vagy planiméterrel lemérés) hatarozhatjuk meg.

Két csillagaszati-geodéziai pont kdzott a gorbe alatti terilet mérészama, megfeleld
méretarany szorzoval ellatva, adja a geoid-ellipszoid tavolsagnak a két pont kozotti
megvaltozasat.

Ezeket a metszet kezd6pontjatdl folyamatosan 0sszegezzuk, és az igy kapott érté-
keket a metszetbe es6 ivhosszak flggvényében ismét derékszdgl sikkoordinata-
rendszerbe felrakjuk. A kapott ponthelyeket folytonos gorbe vonallal 0sszekotve
kapjuk a geoidnak a kivalasztott iranyba esé metszetét. A gérbe megrajzolasakor
figyelembe kell venni, hogy ez a fiuggdvonal-elhajlasok fuggveénygorbéjének integral-
gorbéje, melynek példaul szélsé értéke ott lehet, ahol a figgbévonal-elhajlasok gor-
béje eldjelet valt (nullahelye van) stb.

Valamely teriilet geoidtérképének elballitasakor ugy jarunk el, hogy el6szdr harom
példanyban, megfelel6 méretaranyban papirlapra felszerkesztjik a széban lévé te-




ruletre a foldrajzi koordinatahaldzat képét (alkalmas vetlletben). Az igy elkészitett
lapok kozul kettére koordinataik alapjan felrakjuk a vizsgalt teruletre esé csillagasza-
ti-geodéziai pontok helyét. Ezutan beirjuk a kapott ponthelyek mellé az egyik lapra a

Sis
a masik lapra az 7; fuigg6vonal-elhajlas 0sszetevé szamértékét. Ezek kozott linearis

interpolalassal megszerkesztjik a &= allandé és az 1 = allando értékl helyeket 6sz-
szeko6td gorbéket (izovonalakat).

Az igy el6allitott izovonalas & és 7 abrardl, az izovonalak kdzotti linearis interpolalas-
sal leolvashaté a megfeleld slirlségben megrajzolt hosszusagi és szélességi vonalak
metszéspontjaihoz tartozé fuggbvonal-elhajlas 6sszetevd értékek. Ezek alapjan most
mar a megrajzolt hosszusagi vonalak mentén egymassal parhuzamos meridian-
iranyu, a szélesseégi vonalak mentén pedig K-Ny iranyu geoid-metszeteket tudunk
szerkeszteni. Ennek soran egyenként szamitjuk a szélességi és a hosszusagi vona-
lak altal hatarolt négyszdgek sarokpontjai kozotti geoid-ellipszoid tavolsag valtozaso-
kat. Ezeket négyszdgenként 6sszegezve természetesen altalaban nullatél kialdnb6zé
,<Zarohibara" jutunk.

Kovetkez6 |épésként a szintezési halézathoz hasonlé mddon, a kdzvetlen mérések
kiegyenlitési modszerével, kiegyenlitjuk a négyszogekbdl allé ,magassagi halézatun-
kat”. Ennek eredményeként kapjuk az egyes oldalak kiegyenlitett geoid-ellipszoid
tavolsag kulonbségét, amelyeket valamely kivalasztott kiinduloponttol 6sszegezve,
megkapjuk a metszéspontok végleges geoid-ellipszoid tavolsagat a kiinduldpontbeli
értékhez viszonyitva.

A kiinduldépont geoid-ellipszoid tavolsagat ezzel a modszerrel meghatarozni nem le-
het, ezt vagy onkényesen nulla, vagy valamilyen véges értékben felvesszik, vagy
mas (késdbben targyalando fizikai) mdédszerrel hatarozzuk meg.

A metszéspontok igy nyert végleges geoid-ellipszoid tavolsag értékét a harmadik
elékészitett lapra, a megfelel6 helyre beirjuk, majd a kapott értékek kozotti linearis
interpolalassal, megszerkesztjuk a geoidnak a koordinata-szamitas vonatkoztatasi
ellipszoidjahoz viszonyitott izovonalas abrajat.

Hangsulyozzuk, hogy az igy kapott geoidkép relativ abrazolas, amelynek alakulasa
dontéen flgg a vonatkoztatasi ellipszoid méretétél, alakjatdl és elhelyezésétél, ezért
alapvetéen fontos, hogy ahhoz a geodéziai datumot is megadjuk. Ugyanazon
geoiddarab izovonalas abrazolasa lényegesen eltéré képet mutat, kilonb6zé datu-
mok mellett. (JO példa erre, Nagy-Britannia geoidjanak kulonb6z6 vonatkoztatasi
rendszerekhez viszonyitott, az el6éadasi 6ran bemutatott, abrazolasa.) Ezért a kapott
geoidkép esetleges fizikai (geofizikai, geoldgiai, stb.) értelmezésekor nagyon eldvi-
gyazatosnak kell lenni.

Ezzel a modszerrel készult 1967-ben, a fellleti asztrogeodéziai hal6zatunk (FAGH)
mintegy 80 csillagaszati-geodéziai pontjara tdmaszkodva, a geoid magyarorszagi
darabjanak az S42/58 pulkovéi elhelyezésl Kraszovszkij-ellipszoidra vonatkoztatott
abrazolasa (azzal az eltéréssel, hogy a geoid magassagi elhelyezését az orszag ENy
szélén fekvd kiinduld pontban N; = 0 értékkel valasztottak meg).

A mobdszer természetébdl kdvetkezik, hogy egységes geoidabrazolas csak azonos
vonatkoztatasi rendszerben kiszamitott 6sszefliggd geodéziai halézat tertletérdl keé-
szithet6. A kulonb6z6 geodéziai datumokra vonatkozé mozaikok Osszeillesztése



csak mas modszerekkel lehetséges (pl. [522.]). Ily mdédon az egész Fold geoidképe
nem szerkeszthet6 meg tisztan csillagaszati szintezéssel.

Az emlitett hatrany mellett a modszer elénye, hogy az abrazolas megbizhatésaga a
pontslriséggel szinte tetszés szerint fokozhatd, igy megfelel6 pontsiriség esetén
ez az eddig ismert legmegbizhatobb eljaras.

A pontsliriiség és a geoidabrazolas megbizhatésaganak (my kdzéphibajanak) kap-

csolatara j6 becslés Muminagié my = 2,1™ skl tapasztalati képlete (ahol s a csil-
lagaszati-geodéziai pontok atlagos tavolsaga). Vizsgalataink szerint altaldban
80+100 km-es pontsiriséggel a geoid f6 formait kaphatjuk meg mintegy +0,4+0,5 m
k6zéphibaval. A részletek meghatarozasahoz ennél nagyobb pontslriség kell, a
domborzati viszonyoktdl figgéen. Sikvidéken és H<1000 m kb6zéphegységben <15
km pontslriséggel érhetd el £0,1 m —nél jobb megbizhatésag, mig H>1000 m ma-
gashegységben ugyanilyen megbizhatésag eléréséhez 1,5+3 km atlagos ponttavol-
sag szukséges.

A nagy pontsiriség el6allitasa azonban tetemes munkaval és magas koltségekkel
jar, ezért csak kisebb kiterjedésU terlleteken johet szdba. Itt viszont kivaléan alkal-
mas a geoid helyi részleteinek (finomszerkezetének) meghatarozasara. llyen célu
foldrajzi  helymeghatarozas  mérési munkakhoz  elénybsen  hasznalhaté
asztrolabiumként a 60°-os el6tétprizmaval ellatott automata szintezémuszer is, de az
utobbi idében, kimondottan erre a célra fejlesztették ki a konnyen szallithatd, auto-
matizalt digitalis zenitkamarakat.

A csillagaszati szintezéssel meghatarozandé geoidkép megbizhatésaga, részletgaz-
dagsaga tovabb novelhetd akkor, ha a meghatarozasba az eddigi tisztan geometriai
adatok mellett fizikai jellegii mennyiségeket, nevezetesen nehézségi mérések ered-
ményeit is bevonjuk. Ezeket tobbféle uton tudjuk erre a célra hasznositani:

e a csillagaszati-geodéziai mérésekkel meghatarozott fuggévonal-elhajlas ér-
tékek sdritése nehézségi rendellenességek, vagy gradiométeres mérések
alapjan,

e a fuggdvonal-elhajlasoknak a szomszédos pontok kodzétti linearis interpola-
lasa helyett a kornyez6 nehézseégi erdtér finomszerkezetének a figyelembe
vétele (csillagaszati-gravimetriai szintezés. igy késziilt, pl. a geoid magyar-
orszagi darabjanak, még mindig az S42/58 elhelyezésl Kraszovszkij ellip-
szoidra vonatkoztatott, de mar gravimetriai mérési eredmények bevonasaval
finomitott, ,asztro-gravimetriai geoidnak” nevezett FAGRG80 abrazolasa),

e a geometriai és a fizikai jellegl mennyiségek egyuttes feldolgozasa
(kollokécio).
Ezeket a modszereket a Fizikai geodézia tantargy targyalja.

Feladatok:
- Mutassuk be vazlat segitségével, és bizonyitsuk a csillagaszati szintezés alapelvét.

- Tudjuk-e biztositani a gyakorlatban azt, hogy a geoid meghatarozdsara szolgalé csillagaszati-
geodéziai pontok helyét a geoid jellemz8 formainak figyelembevételével valasszuk meg?

- Mi hatdrozza meg mértékadé médon a nyert geoidkép megbizhatdésagat? Milyen tapasztalati 6ssze-
fliggéseket ismeriink ezzel kapcsolatban?



- Miért mondjuk a csillagaszati szintezéssel nyert geoidképet tdbbszdrésen relativnak?

- Mik a csillagaszati szintezés elényei és hatranyai?

522. A geoidmeghatarozas fizikai médszereinek alapjai

A mar megismert csillagaszati szintezésben alapvetéen geometriai (sz6g és tavol-
sag) jellegi mennyiségeket hasznaltunk a geoid meghatarozasara [521.]. Lattuk,
hogy ezzel a mddszerrel mindig a geodéziai alaphalézat (a felhasznalt csillagaszati-
geodéziai pontok) koordinata-szamitasanak alapfeluleteként bevezetett vonatkozta-
tasi ellipszoidhoz viszonyitott geoidabrazolast kapunk. Mivel a geometriai médszerek
alkalmazasakor a vonatkoztatasi ellipszoid elhelyezése altalaban onkényes, vagy
relativ (helyi simuld), ezért minden egyes 6nallé halézat teruletén, az alkalmazott
geodéziai datumnak megfeleléen, mas és mas a geoidkép viszonyitasi alapja.

Ahhoz, hogy az egész Foldon kdzos, geocentrikus elhelyezési vonatkoztatasi ellip-
szoidhoz viszonyitott geoid-ellipszoid tavolsagokat és ezzel egységes geoidképet
(legalabbis ennek az egységes képnek egyes pontjait, vagy fellletdarabjait) tudjuk
eléallitani, fizikai geodéziai médszereket kell igénybe venni.

Ezek kdz0s jellemzbje, hogy a geoidmeghatarozast fizikai feladatként oldjak meg. Ez
azt jelenti, hogy a geoidot a valédi foldi nehézségi erétér valamilyen kivalasztott Wy
potencialértékl szintfellileteként hatarozzuk meg. A feladat megoldasi médszereinek
egyik csoportja a nehézségi mérésekre tamaszkodd gravimetriai moédszerek, az elja-
rasok masik csoportja a Féld mesterséges holdjait hasznalja fel erre a célra. A fizikai
geodéziai eljarasok nagyobb részének kozos kiinduldépontja a kdvetkez6kben tar-
gyalandé nevezetes 0sszefliggés.

522.1. A Bruns-féle 6sszefiiggés

Keressuk a valédi foldi nehézségi erétér Wy potencialértéki (fizikailag létezd) szint-
fellletének (a geoidnak) az alakjat. Ehhez viszonyitasi alapként elképzellink vala-
mely normal nehézségi erbteret, amely a valodit elég jol megkozeliti, de ennél sza-
balyosabb (forgasi és egyenlitdi szimmetrias) eloszlasu. Nem feltétlenul szikséges,
de gyakorlati okokbol még azt is megkotjuk, hogy az elképzelt normal nehézségi
erbterink egyik szintfelllete a Fold méretéhez és alakjahoz kbzelalld ellipszoid alaku
szintfelllet (szintellipszoid) legyen [343.]. Ennek potencialértékét jeldljuk Up-val. (Az
elébbi megkodtés gyakorlati haszna az, hogy ugyanezt az ellipszoidot hasznaljuk cél-
szerlien a vizszintes koordinata-szamitasaink vonatkoztatasi ellipszoidjanak is).

Keressuk tehat a valodi eréter Wy és a normal nehézségi erétér Uy potencialértékdi
szintfelliletének tavolsagat valamely P foldfelszini ponthoz tartoz6 ismert ¢, A ellip-
szoidi foldrajzi koordinatakkal jellemzett ellipszoidi normalis mentén mérve.

A foldfelszini P pont P' geoidi megfelel6jében a valodi és a normal nehézségi erétér
potencialjanak Tp, kildonbségét nevezzik a P' pontbeli potencialzavarnak.

Ennek kiszamitasahoz szikséges a normalpotencialnak a P' geoidi pontbeli Up érté-
ke. Ha a geoid — a Fdld méreteihez viszonyitva — kézel van a szintellipszoidhoz, va-
gyis a keresett N geoid-ellipszoid tavolsag viszonylag kicsi, akkor Up-t szamithatjuk



az U fuggvénynek a P” pontbeli N szerinti hatvanysorabdl linearis (1. foku) kozelités-
sel. (P”-vel a foldfelszini P pont ellipszoidi megfeleléjét jeldljuk). Felismerjik, hogy az
ebben szereplé (0U/ON) .. elsé differencialhanyados éppen a normal nehézségi eré-
tér negativ gradiensének abszolut értéke, ami pedig a P” pontbeli 3, normal nehéz-
ségi térer6sség nagysagat adja. A potencialzavar kifejezésében az Up- normal po-
tencialértéket az ily mddon elballitott kéttagu sorral helyettesitve és 6sszefliggésun-
ket N-re megoldva, kapjuk Bruns nevezetes dsszeflggésének altalanos alakjat, mi-
szerint

N=#_ o~ (5221.1)

Ha kikétjuk, mint altalaban, hogy a szintellipszoid és a geoid a normal ill. a valédi ne-
hézségi erbtérnek azonos potencialértékl szintfelllete, azaz Wy—Up = 0, akkor az
(5221.1) egyszerisitett alakja

N=-F. (5221.2)

Az egyszerUsitett Bruns-féle 6sszefluggeés tehat megadja a valddi és a normal nehéz-
Séqi erbtér azonos potencialértékl szintfeliiletének tavolsagat, és azt mutatja, hogy
ez egyenesen aranyos a geoidi potencialzavar értékével. Ez a fizikai geodéziai mdd-
szerek tobbségének alapvet 6sszefuggese.

A kovetkezd kérdés, ennek megfeleléen a potencidlzavar meghatarozasa. Erre mar
tobb modszer is rendelkezésunkre all, mi most el6szor a gravimetriai megoldast fog-
juk megismerni, mely a potencialelmélet harmadik peremérték-feladatdnak megolda-
san alapul.

Feladatok:
- Bizonyitsuk a Bruns-féle dsszeflggeést!

- Elevenitsiik fel a szintellipszoid és a normal nehézségi erétér fogalmat [341.] és [343.]!

522.2. A potecialelmélet peremérték-feladatai

A matematika peremeérték-feladaton érti adott tartomanyban értelmezett fUggvények
kézul annak megkeresését, amely az adott tartomany hataran (a peremfellleten)
el6irt feltételeknek eleget tesz. Esetinkben a potencialzavar T = W-U fluggvényét
keressuk. Err6l mindenesetre tudjuk azt, hogy — mivel a centrifugalis erétér potenci-
alja a kulonbségkeépzésbdl kiesik — tdmegvonzasi potencialok (nevezetesen a valodi
foldtomeg és a normal nehézségi erétér forrasat képezé, a Fold tomegével egyenld
nagysagu, de szabalyos eloszlasu tomeg vonzasi potencialjanak) kulonbsége.

Ez pedig akkor a Fold kulsé terében ki kell elégitse a ravonatkozdan felirhatdo AT =0
Laplace-egyenletet (ahol A a Laplace-féle masodrendi differencialoperator), ami vi-
szont masodrend( differencialegyenlet a T fuggvény meghatarozasara. Korabbrol
[331.] tudjuk, hogy ennek altalanos megoldasa végtelen sok gombflggvenybdl alld
sor.

A Laplace-egyenlet megoldasat képez6 harmonikus fuggvények o6sszességebdl (a
gombfuggveények végtelen sokasagabol) ki kell valasztanunk azt, amely a Fold el-



méleti, vagy késObben majd a fizikai alakjanak felszinén, a peremfeliileten, el6re
szamszerlen megadott feltételt (peremfeltételt) kielégit.

A matematika harom peremérték-feladatot kiildénbéztet meg attdl fliggéen, hogy mik
az adott peremértékek. Az elsé peremérték-feladat (Dirichlet-probléma) esetében a
peremfellleten a keresett figgvény altal ott felveendd fuggvényértékek adottak.

Masodik peremérték-feladatrél (Neumann-problémardl) beszélink akkor, ha a pe-
remfellleten a keresett flUggvény fellleti normalis iranyu elsé differencialhnanyadosa-
nak szamértékei ismertek.

Végul_harmadik peremérték-feladattal allunk szemben, ha a peremfellleten a kere-
sett fuggveény ottani fuggvényértékei és feluleti normalis iranyu elsé differencialha-
nyadosa valamilyen linearis kombinacidjanak szamértékei adottak.

A peremérték-feladatok kulonbozé fajtaira a matematikaban kidolgozott megoldasok
allnak rendelkezésre.

522.3. Peremfeltétel felallitasa a geoidra

Keressunk olyan matematikai kapcsolatot, amely a T potencialzavar egyelére isme-
retlen flggvénye és a geoidon mérhet6 (vagy pontosabban a féldfelszinen mérhetd
és a geoidra atszamithatd) mennyiségek kozott fennall.

irjuk fel a geoidi P’ pontban az ottani valédi és a normal nehézségi térerésség kii-
lonbségét. Vegytk figyelembe, hogy mindkettd a megfeleld potencialfiggvény nega-
tiv gradiensének abszolut értékeként foghato fel, amely utobbiak a megfelel6 poten-
cialfuggvény fluggébleges (magassag) iranyu elsé differencidlhanyadosaként értel-
mezhet6k. Ezeknek kulonbsége viszont a potencialzavar fuggvényének fuggdleges-
iranyu differencialhanyadosaval egyenlé.

Masrészt a P’ pontbeli nehézségi értékek kildnbségében szerepld % geoidi normal
nehézségi térerésség a y fuggvénynek az ellipszoidi P” pontban végzett N szerinti
sorbafejtésével szamithato ki.

Ha a P’P” = N tavolsag (azaz a geoid-ellipszoid tavolsag) a Fold méreteihez viszo-

nyitva kicsi (1. feltétel), akkor elegendé a sorbafejtést a linearis (1. foku) tagig végez-
ni €s a sor tobbi tagjai elhanyagolhatdk.

Helyettesitsik N értékét a Bruns-féle 6sszefuggés egyszerisitett alakjaval (2. felté-
tel: Uy = Wy), és rendezzuk a kapott tagokat a

oT 1(dy _ _
(8ij, ” (aij,Tp' (9p — ) = —Agp (5223.1)
alakra. Ennek jobb oldalan ismert kifejezés, a geoidi nehézségi rendellenesség All,
amelyben gp’, a foldfelszinen mérhetd és a geoidra atszamitassal nyerhet6 valddi és
1w pedig a vonatkoztatasi rendszernek megfelel képletbdl a szintellipszoid felszinén
fekvé P” ponthoz kiszamithaté normal nehézségi érték. (Ezek kildnbségét neveztik
mar korabban [333.] (és a Geofizika tantargyban is) nehézségi rendellenességnek,
vagy anomalianak.)

Szamitsuk ki a (5223.1) bal oldali masodik tagjaban a T fliggvény egyutthatéjat azzal
a kozelitéssel, hogy a lapultsag elhanyagolasaval az ellipszoidot a Fold tomegével
megegyezd M tomegl (3. feltétel), az ellipszoidéval azonos térfogati homogén



gombbel helyettesitjik, amelynek sugara R. A keresett egyutthatét ennek kulsé er6-
terében szamitva az (5223.1)-nek a

oT 2
- + =T, = — y— 7)) = —AQp’ 5223.2
(aij = Te (gr— %) gp ( )

j6 kozelité alakjara jutunk, amelyben az elhanyagolas a lapultsag (f=1/300) nagysag-
rendjének felel meg.

A jobb oldal szamszerii ismeretében az (5223.1) vagy az (5223.2) kozelit6 alak els6-
rendd linearis differencialegyenlet az ismeretlen T fuggvény meghatarozasara, amit a
fizikai geodézia alap differencialegyenletének szokas nevezni.

Mivel azonban a Ag nehézségi rendellenességek nem az egész térben, hanem zart
feliilet (a geoid) mentén tekinthet6k ismertnek, az (5223.1)-bdl, vagy az (5223.2) ké-
zelité alakbdl, a T fuggvény térbeli eloszlasa kdzvetlenll nem hatarozhaté meg. Al-
kalmas ez az egyenlet azonban arra, hogy, ha ismerjuk a T fuggvény altalanos alak-
jat, akkor peremfeltételként szolgaljon az azt kielégité konkrét fliggvény kikeresésé-
hez.

Korabban mar megallapitottuk [331.], hogy ha a kulsé térre korlatozédunk (4. felté-
tel), akkor a potencidlzavar T flggvényének altalanos alakja a AT = 0 Laplace-
egyenlet megoldasainak dsszességét tartalmazd végtelen gémbfiiggvénysor (amely
a [331.]-ben, megismert alakbdl szarmaztathatd, ha ezt mind a valddi, mind a nor-
malpotencial fluggvényre alkalmazzuk). Ebbél az (5223.1), vagy az (5223.2) kifeje-
zést peremfeltételként hasznalva, a mért peremértékek alapjan meghatarozhaté az
ezt kielégit6 gdmbfiiggvénysor egyltthatéinak szamszeri értéke. Az (5223.1), vagy
az (5223.2) alakilag a harmadik peremérték-feladat peremfeltételének felel meg.

Megjegyezzuk, hogy a 4. érvényessegi feltétellel elbirtuk a foldfelszinen mért nehéz-
ségi értékek geoidra atszamitdsanak madjat is. Ennek olyannak kell lennie, hogy
eredményul azt a nehézségi értéket adja, amit a geoidon mérnénk, ha folétte téme-
gek nem lennének.

Felirva a T flUggvény térbeli gdmbfiggvénysoranak altalanos alakjat a geoidot koze-
litd R sugaru goémb kilsd terére, képezzik ennek a helyvektor (azaz a magassag)
iranyu elsé differencialhnanyadosat, és az igy nyert alakokban a geoidi P’ pont hely-
vektorat a geoidot kdzelitd gdomb R sugaraval helyettesitve, eléallithatjuk a T fugg-
vény és elsé differencialhanyadosa P’ geoidi pontbeli értékét gémbfliggvény alakban.
Ezeket az (5223.2) peremfeltételben szerepld (aT/aH)P, és Tp' helyére beirva, a

lehetséges 6sszevonasok utan (és az elbjelet megforditva) megkapjuk az
% S (n-1) T,(s4) = Age (5223.3)
n=0

peremfeltételt a geoidra gémbfiiggvenysor alakjaban.

Keressuk tehat a potencialzavar T flUggvényének azt az alakjat, amelyik a geoidon az
(56223.2), vagy az (5223.3) alakban most felallitott peremfeltételt kielégiti.

522.4. Megoldas a potencialfiggvény gombfiggvénysoraval

A potencialzavart a valodi és a normal nehézségi erétér potencialjanak T = W - U
klldnbségeként értelmeztik.



A valédi foldi nehézségi erdtér W potencialja a kulsé térben (a Laplace-egyenlet al-
talanos megoldasaként) a [331.2.]-ben targyalt feltételek mellett a (3312.15) alaku
gombfuggveénysor és a forgasbol szarmazd Ve potencial 6sszegekeént fejezhet ki.

A normal nehézségi erétér forgasi és egyenlitéi szimmetrias U normal potencialfigg-
vénye az

kM = (a)"
= {1—2 (7j J; P, (sin y/):l + Ve (5224.1)
n=1

alakban irhato, ahol a az ellipszoid egyenlit6i fél nagytengely hossza, J,, pedig a
normal nehézségi erétér forrasat képezé tomeg kiulsé mechanikai hatasait jellemzé
gombflggvény-egyutthatok. Ez az alak burkoltan, az eddigieken tul, tovabbi harom
feltételt tartalmaz. Nevezetesen azt, hogy a normal erétér leirasahoz hasznalt koor-
dinata-rendszer O kezd6pontjat a forrasat képez6 tomeg tomegkdzéppontjaba he-
lyezzik (5. feltétel), tovabba, hogy ez a tdmeg a Fold tdmegével megegyezé nagy-
sagu (6. feltétel), és ezt a tdmeget, képzeletben, a Fold valddi forgasi sebességével
forgatjuk meg (7. feltétel).

A T fuggvény gombfuggvénysoranak a geoidi P’ pontbeli altalanos alakjat megkap-
juk, ha az el6bbi két potencialfiuggvény kulonbségét képezzik ebben a P’ pontban.
Ebbdl VE kiesik, és élunk az r = a = R kozelitéssel, igy

Te = T(R W) = —% {Zd/ P, (siny)- izn:(cnym cosmA+S,, sinmA)P,  (sin 1//)}

n=2 m=1
(5224.2)
ahol
or=Jdy—J
oz =Js
oyg=Jds—-J

Az igy nyert gdmbfiggvénysor lesz tehat a potencialzavar T fliggvénye. Ebben az
altalanos alakban szereplé &J,, C,m €s S, m egyutthatok szamértékének meghataro-
zasaval kell kikeresnuink azt a konkrét, szamszert fliggvényalakot, amely a geoidra
felallitott peremfeltételnek eleget tesz.

ifuk be a T fiiggvénynek az el6bbi kiildnbségképzéssel nyert-altalanos
goémbflggvénysor alakjat az (5223.3) peremfeltétel bal oldalara (és az oldalakat
megcserélve) a

Agp = —r—Mi n-1) {5J P (siny)— Zn:( nCOSMA +S, . sinml)Pnym(sinz//)}
n=2 m=1

(5224.3)

alakra jutunk. Annyi ilyen alaku egyenletet irhatunk fel, ahany pontban mért nehéz-
ségi érték alapjan ismert Agp, geoidi nehézségi rendellenességunk van. Ezek szam-
ertékét a bal oldalra beirva, a jobb oldalon all6 ismeretlen &J,, C,m és Sy, egylttha-
tokbol az egyenletek szamanak megfelelé mennyiségit ki tudunk szamitani. (A gya-



korlatban a felirhatd igen nagyszamu egyenletbél ennél Iényegesen kevesebb szamu
ismeretlen szamértékét hatarozzuk meg a legkisebb négyzetek modszere szerinti
szamitassal.)

Az igy kiszamitott egyutthatékkal mar szamszerlien felirhatjuk a T potencialzavar
goémbflggvénysoranak a kiszamitott egyutthatok szamanak megfelelé véges szamu
tagjat. A ki nem szamitott egyutthatok értékét ezuttal nullanak tekintjuk.)

Az igy el6allitott gombflggvénysort az (5221.2) Bruns-féle 6sszefliggés szamlaldjaba
beirva, kapjuk végeredményként az N geoid-ellipszoid tavolsagok N(w;A)
gombfuggveénysorat.

Ennek a meghatarozasnak az az elénye, hogy w=¢, és A helyére tetszéleges koordi-
nata-parokat beirva, a Fold tetsz6leges helyére szamithatdé az N(¢, 1) geoid-ellipszoid
tavolsagok értéke. igy, példaul megfelelé programmal szamithatok a hosszusagi és a
szélességi vonalak metszéspontjanak tetszéleges sirliségl hal6zatahoz az N érté-
kek, amelyek kozott azutan izovonalakat szerkesztve, megrajzolhatjuk az egész Fold
geoidjanak izovonalas abrazolasat a felvett vonatkoztatasi felllethez
(szintellipszoidhoz) viszonyitva.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a kapott geoid-ellipszoid tavolsagok geocentrikus
elhelyezésli vonatkoztatasi ellipszoidhoz viszonyitva értendék! Ezt azzal értlik el,
hogy a normalpotencial (5224.1) gdbmbfuggvénysora (az 5. feltételnek megfeleléen)
nem tartalmaz 1. foku tagot.

A geoidmeghatarozas tovabbi gravimetriai mdédszereit, ahogyan pl. a magyarorszagi
HGEO2000 jelli geoidabrazolas is készilt, a Fizikai geodézia tantargy targyalja.

Feladatok:
- Ismételjik at a foldi tdmegvonzas potencialfiiggvényének gémbfiliggvény-sorardl tanultakat [331.2.]!

- Vazlattal és matematikai gondolatsorral bizonyitsuk, hogy helyes a geoidra felallitott peremfeltétel
(5223.1) alakja!

- Esetlinkben miért a harmadik peremérték-feladat megoldasardl beszélink?
- irjuk fel a potencialzavar gémbfiiggvénysorat a W-U gémbfiiggvény-sorok kiilénbségeként!
- Irjuk 8ssze N gdémbfiiggvénysoranak érvényességi feltételeit!

- Szamitsuk ki, hogy legaldbb hany egyenlet felirasa (és ehhez hany mért nehézségi érték) szikseé-
ges, ha a potencialzavar gémbfliggvénysoranak egyutthatéit n = m = 8 fok és rendig kivanjuk ki-
szamitani?

523. A geoid meghatarozasa szatellitageodéziai médszerekkel

Az utébbi évtizedekben a Fold mesterséges holdjai és a rajuk vonatkozd geodéziai
medgfigyelések (észlelések) tobb geodéziai feladat megoldasahoz nyitottak uj utakat.
igy, a geoid meghatarozasa is lehetségessé valt a mesterséges holdakra végzett
mérések geodéziai felhasznalasaval. Ennek tobb megoldasa is kialakult az eltelt vi-
szonylag rovid id6 alatt.



523.1. A szatellitageodézia geometriai alkalmazasa

Ez a megoldas mar atmenet a geoid meghatarozasanak tisztdn geometriai és fizikai
modszerei kozott, mert a mesterséges holdak palyamozgasa mar fizikai torvényeken
alapszik. Most azonban csak a mesterséges holdak geodéziai észlelésébél meghata-
rozott geometriai helymeghataroz6 adatokat (a helyvektort, vagy ennek térbeli derék-
sz0gl Osszetevoéit) fogjuk a geoid meghatarozasara felhasznalni.

A megoldast olyan foldfelszini pontokban tudjuk hasznalni, melyeknek térbeli hely-
zetét mesterséges holdak észlelésével, a geoidhoz viszonyitott (magassagi) helyze-
tét pedig szintezéssel (GPS + szintezés) (esetleg trigonometriai magassagméréssel)
meghataroztuk.

Ez esetben a pontnak a mesterséges holdas technikaval meghatarozott helyvektora-
bél el6szor kiszamitjuk a ¢, 4, h ellipszoidi koordinataharmasat, majd az igy kapott h
ellipszoid feletti magassagabdl a pont geoid feletti H magassagat levonva, kapjuk a
geoidnak az

N=h-H

ellipszoid feletti magassagat (a geoid-ellipszoid tavolsagot, a meghatarozott foldfel-
szini pont ellipszoidi normalisan mérve). Ezt tdbb pontban elvégezve, az igy kapott
geoidi pontokbdl metszetet, vagy izovonalas feliileti abrazolast szerkeszthetiink. igy
késziilt, pl. a FOMI KGO-ban a magyarorszagi ,GPS-geoid” az OGPSH 275 szinte-
zett pontja alapjan.

Az igy kapott geoidkép geodéziai datumadatai egyedi pontmeghatarozasok esetében
megegyeznek a mesterséges holdas helymeghatarozas vonatkoztatasi rendszere
altal meghatarozott datumadatokkal. (Pl. GPS-szel mért pontok esetén altalaban a
WGS84 rendszer geocentrikus elhelyezési ellipszoidja.) Ha a geoid meghataroza-
sahoz felhasznalt pontjaink helyzetét valamilyen mas (pl. Eurépaban az ETRS89)
rendszerben adott koordinataju halézati pontokra tamaszkodo relativ mérésekkel
hatarozzuk meg, akkor a kapott geoidkép geodéziai datumadatai, természetesen,
ennek a rendszernek a datumadataival egyeznek meg (pl. az ETRS89
.kvazigeocentrikus” elhelyezési ellipszoidja). llyen az emlitett magyarorszagi GPS-
geoid is.

A moddszer alkalmazasanak legnagyobb elénye abban rejlik, hogy a foldfelszin bar-
mely helyén igy meghatarozott geoidi pont ellipszoid feletti N magassaga ugyanazon
geocentrikus elhelyezési ellipszoidra vonatkoztathato. Ezért elénydsen alkalmazha-
to, pl. az egymastdl fuggetlen geodéziai halézatokban csillagaszati szintezéssel
meghatarozott és helyi geodéziai datumra vonatkozo (relativ) geoidabrazolasok ko-
z0s geocentrikus rendszerbe kapcsolasahoz. Ezt a mddszert a gyakorlatban egy-
részt ez utdbbi célra, masrészt a geoidhoz simulé ellipszoid méretének és alakjanak
meghatarozasara hasznaljuk [324.].

Hasonlé médon alkalmazhatd a gravimetriai mérési eredményekbdl (a Fizikai geodé-
zia tantargyban targyalandé moddszerrel) alkotott geoidképnek a szintezett GPS-
pontokban meghatarozott N értékekre illesztésére is. igy késziilt a magyarorszagi
geoiddarab HGGGEO2000 jelii GPS-gravimetriai abrazolasa, mely jelenleg a hazai
allami alapmunkalatokban ,hivatalosan” hasznalando, és a Foldméreési és Tavérzé-
kelési Intézet (FOMI) adatszolgaltatasi rendszerébdl nyerhetd. Ez az ETRS89 (eur6-
pai) vonatkoztatasi rendszer ,kvazigeocentrikus” elhelyezésli, GRS80 méretl és ala-



ku ellipszoidjara vonatkoztatott geoid-ellipszoid tavolsagokat ad. (2005-t6l varhato
ennek HGGGEO2004 jel ujabb valtozata.)

523.2. A dinamikai szatellitageodéziai médszerek alkalmazasa

A bolygdk mozgasanak torvényszeriiségeit mar Kepler felismerte, és tapasztalati
uton felallitott torvényeivel leirta. Késébb Newton az altalanos tdémegvonzas torvé-
nyének felismerése utan, ennek alapjan megadta a Kepler-féle torvények egységes
fizikai magyarazatat. Ezzel vilagossa valt, hogy a Fold kdzelében mozgo égitestek
palyajat a Fold nehézségi erétere szabja meg. igy kdnnyen belathatd, hogy ezeknek
az égitesteknek a palyajat megfigyelve, kovetkeztetni lehet a foldi nehézségi erétér
szerkezetére. (Ennek a mddszernek a részleteivel a Dinamikai szatellitageodézia
tantargy foglalkozik, itt most vazlatosan csak a moédszer Iényegét foglaljuk Ossze.
Emlékeztetink, hogy a palyamozgassal kapcsolatos elemi ismeretekkel pedig a
Kozmikus geodézia tantargyban [312.2.] talalkoztunk.)

Az égitestek palyamozgasat a dinamika Newton-féle alaptorvénye segitségével lehet
leirni. A dinamikai egyensuly feltétele az ismert

F=ma (5232.1)
Osszefuggés.

Legegyszerlbb esetben M tdmegl, pontszerlinek tekintheté kdzponti égitest kordl
(kdzpontos erétérben) mozgd egységnyi (1 kg) tdmegpont mozgasara alkalmazzuk
ezt az alaposszeflggést (Un. kéttest-probléma), azzal a feltétellel, hogy az erétér
csak Newton-féle tomegvonzasbol szarmazik.

Ez esetben a mozgd tomegpontra haté 0sszes er6 F ereddje a tdomegvonzasi er6-
hatas, es fejezzik ki az ered6 gyorsulast a helyvektor idészerinti masodik derivaltja-
ként. Igy a

2

mozgasegyenletre jutunk. Ennek megoldasaként kapjuk a Kozmikus geodéziabdl
ismert azt az eredményt, hogy a tomegpont palyaja kupszelet, a Fold természetes és
mesterséges holdjai esetében ellipszis, amelynek térbeli helyzetét, méretét és alakjat
az Q w i, as es €s T, vagy roviden p; (i = 1, 2, ...6) Kepler-féle palyaelemek jellemzik.
(Itt T a perigeum ponton athaladas idépontjat jelenti.)

Ezek az (5232.2) masodrend( differencidlegyenletnek a kétszeri integralasa soran
belépd integralasi allandok, illetve beldluk levezetett allandd mennyiségek. Ebbdl
kdvetkezik az, hogy (kbzpontos) centralis erétérben a tdmegpont térben és idében
allandé méretd, alaku és helyzeti ellipszis palyan mozog.

Tudjuk azonban, hogy a Fold valésagos nehézségi erbtere nem centralis erétér. En-
nek eltéréseit a centralis erétértél a potencial gombfliggvény-soranak zonalis és
tesszeralis tagjai irjak le, melyeket most roviden az R fuggvénybe foglaltunk ossze.
Ezt figyelembe véve az (5232.1) baloldalan szerepld er6hatas kifejezésében, a valo-
sagos foldi nehézségi erétérben az

i =M1, grad R(Jn Com Som 1) (5232:3)
r- r



mozgasegyenletre jutunk. Ennek megoldasa soran mar olyan Kepler-féle palyaele-
meket kapunk, amelyek az id6 fuggvényeként valtoznak. A Féld valésagos nehézsé-
gi er6teréeben mozgo tbmegpont palya bonyolult térgérbe, melynek elemi szakaszai
idében valtozd méretii alaku és helyzetli Kepler-féle ellipszis palyak elemi darabjai-
nak tekinthetok.

Tetszbleges p; palyaelem p, = dp;/dt idébeli valtozasa tehat a foldi nehézségi erétér
nem centralis voltabdl kdvetkezik. Matematikailag tehat az erétérnek a kézpontostél
(centralistdl) vald eltéréseit jellemz8 gdmbfiiggvény-egyutthatokkal hozhatdk

. dp; .
pi :% = pi (Jn, Cn,m, Sn,m) (52324)

alaku fuggvénykapcsolatba.

Ennek figyelembe vételével a mesterséges hold pillanatnyi palyaelemeit adott id6-
pontra (pl. valamely észlelés id6pontjara) ugy kapjuk meg, ha valamely korabbi id6-
pontra megadott p;, Un. simulé palyaelemekhez hozzaadjuk az eltelt idére esd meg-
valtozasukat (ami viszont a nehézségi er6tér szerkezetének fliggvénye). Az igy ka-
pott pillanatnyi palyaelemekbdél szamithatjuk a Kozmikus geodézia tantargyban
megismert 0sszefuggésekkel az észlelés pillanatara a mesterséges hold rs geocent-
rikus helyvektorat.

Valamely idépontban a mesterséges holdra végzett észlelések eredmeényeként ka-
pott s észlelési vektor nem mas, mint a mesterséges hold rs és az észlelési hely rp
geocentrikus helyvektoranak kiulonbség-vektora.

Ennek megfelelbéen az s észlelési vektor az el6rejelzés idépontjara vonatkozoé pj, pa-
lyaelemek, a foldi nehézségi erétér potencialfiggvényének J,, Cp,m, Snm egyutthatoi,
az észlelés t id6pontja és az észlelési hely (allaspont) rp helyvektoranak

S=Is—Ip= S(Qo, b, lo, 8o, €0, To; In, Cnm, Snm; t, rP) (52325)
fuggvényekeént fejezhet6 ki.

Tobb mesterséges hold, tdbb allasponton rendszeresen végzett nagyszamu megfi-
gyelésének mindegyikére felirhaté egy-egy (5232.5) alaku egyenlet, amely igy koz-
vetitd egyenletként szolgalhat a jobb oldalan szereplé mennyiségeknek az észlelé-
sek alapjan végzendd meghatarozasahoz. A nagyszamu észlelés alapjan felallithatd
javitasi egyenletekbél a legkisebb négyzetek moddszere szerinti megoldassal az
egyenletek szamanal minden esetre kevesebb szamu ismeretlen mennyiség meg-
hatarozhato.

A szatellitageodézia dinamikai modszerének legaltalanosabb alkalmazasakor az is-
meretlenek mindharom csoportjara keresiink megoldast. Gyakran azonban szétva-
lasztjuk 6ket és egy-egy csoportra felvett korabbi értékekkel csak a fennmarado is-
meretleneket hatarozzuk meg, majd forditva, és fokozatos kdzeledéssel finomitjuk az
eredményt. igy végiil megkapjuk a

- simulé palyaelemeket (valamely kijeldlt id6pontra),
- anehézségi erdtér véges szamu gombfuggveny-egyutthatdjat és
- az allaspontok helyvektorat.

Az eredmények tovabbi finomitasa érdekében a dinamikai megoldasokkal k6zos
szamitasi eljarasba szoktak bevonni a halozati oldalakra a szatellitageodézia geo-



metriai eljarasaival (szinkron irany- és tavolsag meghatarozasokkal, stb) meghataro-
zott térbeli irany és tavolsagokat is. llyenkor kombinalt megoldasrol beszéllnk.

Ezzel a modszerrel mar az 1980-as évek elején n = m = 30 fok és rendig terjedd
gombfuggveny egyutthatok szamértékét és az egész Foldet beboritd, akkor néhany-
szor 10 allomasbdl allé haldzat pontjainak geocentrikus helyvektorat hataroztak meg.

A gémbflggvény-egyttthatok meghatarozasaba az (5232.5) alaku egyenletek mellett
bevonhaték a féldfelszini nehézségi mérések alapjan felirhatd (5224.3) alaku
egyenletek is. Annyi ilyen egyenlet irhaté fel, ahany mérési pontban Age geoidi ne-
hézségi rendellenességet tudunk szamitani. Ezzel a meghatarozé egyenletek
(egyébként is nagy) szama még jelentésen névelhetd, ami még tobb gdmbfliggvény-
egyutthatd meghatarozasat teszi lehetévé. Ennek a megoldasnak tovabbi elénye,
hogy a foldfelszini nehézségi mérések eredményei az erétér eloszlasanak finomabb
részleteivel egészitik ki a mesterséges holdak észlelésébdl nyerhetd fOGbb szerkezeti
formakat (a hosszabb hulldmu eloszlas-képet).

Ma mar a gdmbfliggvény-egyutthatokat n = m = 360 fok és rendig, sét azon tul is is-
merjuk, és tobb kulonb6z6 szatellita-geodéziai vilaghalozat készult. A gombfugg-
vény-egyutthatok meghatarozott értéksorat geopotencial modellnek szoktak nevezni.
Ezek ismeretében szamszerlen felirhatova valik a f6ldi tomegvonzasi erétér poten-
cialfiggvénye (3312.15) alaku géombfliggvénysoranak véges szamu tagja. Ezeket az
értéksorokat a Nemzetk6zi Geodéziai Szévetség (IAG) Nemzetkdzi Geopotencial
Modellek Kézpontja (International Centre of Global Earth Models = ICGEM) gydijti, és
teszi k6zzé (http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html).

Megfelel6 vonatkoztatasi rendszer (vonatkoztatasi ellipszoid és normal nehézségi
eréter) felvételével (mint, pl. jelenleg a WGS84 rendszerben) fel tudjuk irni a T po-
tenciadlzavar (5224.2) alaku gbémbfiiggvény-soranak, ugyancsak, véges, de nagy
szamu tagjat.

A potencialzavar ily médon szamszerlien megismert gombflggvény-sorabdl kisza-
mitott értéket a (5221.2) Bruns-féle 6sszefliggésbe beirva és j--vel osztva, kapjuk a
@, A ellipszoidi koordinataju P pontbeli helyen az N geoid-ellipszoid tavolsagot.

Ezt a szamitast a szamitogéppel a ¢, A foldrajzi koordinatak megfeleléen megva-
lasztott kerek értékeihez elvégeztetve, megszerkeszthetjik és kirajzoltathatjuk a
geoid izovonalas abrazolasat a valasztott vonatkoztatasi rendszer geocentrikus el-
helyezési ellipszoidjahoz viszonyitva. Ezzel a modszerrel j6 attekinté képet nyerhe-
tink az egész Féld geoidjardl. A jelenleg elérheté megbizhatésag méter nagysag-
rendl kézéphibaval jellemezhetd. Az igy és tovabbi mas mérések bevonasaval ké-
szitett egész foldi (globalis) geoidabrazolasokat az IAG Nemzetkézi Geoid Szolgalata
(International Geoid Service = |GeS) gydjti, és adja kozre (http://www.iges.polimi.it/).

Kisebb kiterjedési, gravimetriailag jol felmért terilet még pontosabb, részletgazda-
gabb geoidabrazolasa készithet6 el, ha az igy nyert (globalis) geoidképet a helyi gra-
vimetriai mérési eredményekkel tovabb finomitjuk. igy késziilt, pl. Magyarorszagra a
BME Fels6geodézia Tanszékén a HGTUB2000 jeli geoidabrazolas, amely a
GPMO98CR jell geopotencialis modellbdl szamithaté (egész foldi) geoidkép helyi fi-
nomitasa a szUkebb kornyezetinkben rendelkezésre all6 mintegy 300.000 gravimet-
riai mérésbdl kézel 26.500 racspontra interpolalt nehézségi rendellenességre és di-
gitalis terepmodellekre tamaszkodik.

Feladatok



- Mutassuk be vazlaton a Kepler-féle palyaelemeket! — Elevenitsik fel a bolygdmozgas Kepler-féle
térvényeit!

- Hasonlitsuk 6ssze a J, és a tobbi gdmbfliggvény-egytitthatdk nagysagrendjét!

523.3. A szatellita-altimetria

Mint a Kozmikus geodézia tantargybdl mar tudjuk, ez lényegében a mesterséges
holdrél a Fold felé figgéleges iranyban végzett |ézeres tavolsag- (azaz magassag-)
mérést jelent. Kimérhet6 Iézer impulzus a tengerek felszinérdl verédik csak vissza,
igy az eljarast a szarazfoldek felett nem lehet alkalmazni.

Ha ismerjuk a mesterséges hold mozgasat leird palyaelemeket, akkor az észlelés
pillanatara szamithatjuk a mesterséges hold geocentrikus helyvektorat. Ebbdl levon-
va a tengerfelszin felett mért magassagat, megkapjuk a tengerfelszini pontok geo-
centrikus helyvektorat. Ha ebbdl levonjuk a vonatkoztatasi ellipszoid felszinéig tarto
helyvektor hosszat, kapjuk a tengerfelszin és az ellipszoid ko6zotti tavolsagot. Ezt
még meg kell javitani a pillanatnyi tengerfelszin és a kozéptengerszint magassaga-
ban kijelolt szintfelllet kdzotti tavolsaggal, amit a tengerfelszin topografiajanak neve-
zunk. Ez utébbi mennyiség meghatarozasa az un. tengeri geodézia egyik fontos fel-
adata.

A magassagmeérésben elérhet6 igen nagy megbizhatésagot (ami £ 0,1 m-nél is ki-
sebb kdézéphibaval jellemezhetd), sajnos, még nem tudjuk teljesen kihasznalni a pa-
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Feladatok:

- Mutassuk be vazlaton a szatellitageodézia geometriai alkalmazasanak elvét a geoid meghatarozasa-
ra! Mi szabja meg a geoid-ellipszoid tavolsag meghatarozasanak elérhetd megbizhatésagat?

- Ismételjik at a szatellitageodézia dinamikai mdédszerének alapjait [Kozmikus geodézia 312.]!

- Mutassuk be vazlaton a szatellita-altimetria elvét! Milyen hatasokat tukroz a tengerfelszin topografi-
aja?

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy az eddigiek soran négy olyan mennyiséggel is-
merkedtlink meg, amelyek a valdésagnak a képzeletbeli vonatkoztatasi rendszertnk-
hdz viszonyitott eltérését mutatjak. Mindegyiklk egy természetbeni (valédi) és egy, a
vonatkoztatasi rendszerben szamitott (képzeletbeli) érték kildnbsége, um. :

- a figg6vonal-elhajlas: E=D—g;

n/cosp = (A - 1)

- a geoid-ellipszoid tavolsag: N =—H —h)

- a nehézségi rendellenesség: Ag=9g -y

- a potencialzavar: T=W-U.

Ezek egymassal rokon fogalmak, és egymasba atszamithatok. Oket a Féld valosa-
gos nehézseégi erbtere és a normal nehézségi erétér egymastol eltérésének, végsd
soron a geoid és a vonatkoztatasi ellipszoid egymashoz viszonyitott helyzetének
meghatarozasara hasznaljuk. Elvileg barmelyik mennyiségre tamaszkodva, vegul
ugyanarra az eredményre (geoidra) kell jutnunk. Hogy mikor, melyiket hasznaljuk, azt
a gyakorlati célszerliség szabja meg.



53. A fizikai foldfelszin meghatarozasa

Emlékeztetiink arra, hogy a Fdld fizikai alakjanak, a fizikai féldfelszinnek pontonkénti
meghatarozasakor a fels6égeodéziaban a geodéziai alaphal6zatok természetben ki-
jeldlt pontjainak térbeli helyzet-meghatarozasara gondolunk.

A meghatarozandé foldfelszini pontok térbeli helyzetét altalaban a mar megismert
modon bevezetett vonatkoztatasi ellipszoidhoz kapcsolddo ¢, 4 és h ellipszoidi koor-
dinata-harmassal adjuk meg.

Ha a foldfelszini pont helyzetét szatellitageodéziai médszerekkel hatarozzuk meg,
akkor kdzvetlenll a pont haromdimenziés helyvektorat (térbeli derékszoégi koordi-
natait kapjuk eredményul. Ezt a megoldast foként geodéziai vilaghal6zatok egymas-
tél akar tobb ezer kilométerre fekvé néhany pontjanak, tovabba egymastol nagy ta-
volsagokra lévo, kulonleges rendeltetést pontok halézatanak, vagy, egyre szélesed6
korben, helyi halézatok, s6t, egyes pontok helyzetének meghatarozasara is hasz-
naljuk. Ez az eljaras kulonosebb elvi kérdést nem vet fel. A gyakorlati felhasznalas
céljara a helyvektorbdl — megfelel6 vonatkoztatasi felllet bevezetésével — ellipszoidi
koordinatak ¢, 4, h harmasat szamitjuk. Ez a foldfelszini pont térbeli (3 dimenzids)
helymeghatarozasahoz elvileg elegendd, de a felhasznaldi gyakorlat, e mellett, a
pont tengerszint (geoid) feletti H magassagat is igényli.

A foldfelszini pontok helyzetének hagyomanyos fbldfelszini geodéziai mérésekkel
végzett meghatarozasakor a pont vizszintes helyzetét jellemzé ¢ és A ellipszoidi fold-
rajzi koordinatak meghatarozasanak maédjat részben az Alaphalézatok tantargy ke-
retében, részben a korabbi részekben mar megismertuk.

A pontok ellipszoid feletti h magassaganak meghatarozasakor a feladatot altalaban
két részre osztjuk, igy h-t az N geoid-ellipszoid tavolsagnak és a pont tengerszint
feletti H magassaganak 0sszegeként allitjuk el6. llyen értelemben a geoidnak az el6-
z6ekben [52.] targyalt meghatarozasa altalaban a fizikai foldfelszini pontok teljes ér-
tékl térbeli helyzet-meghatarozasahoz is szikséges. (Megjegyezzik, hogy a késdb-
biek soran olyan megoldast is meg fogunk ismerni, ahol a geoid meghatarozasara
nem lesz sziikség [533.].)

Az ellipszoid feletti magassag masik része pedig a foldfelszini pont geoid (tenger-
szint) feletti H magassaga, melynek meghatarozasaval a kovetkezdkben foglalko-
zunk.

531. A geoid feletti magassag meghatarozasa

A Geodézia tantargybol mar tudjuk, hogy magassagkiilénbségen a nehézségi erétér
szintfellletei kdzott, a fuggévonal mentén mért tavolsagot, vagy réviden a két szint-
felllet tavolsagat értjuk. Magassagnak valamely magassagi alapszintfelllethez vi-



szonyitott magassagkulonbséget nevezzik. Attél fuggéen, hogy a magassagi
alapszintfeluletet dnkényesen vagy valamely kozéptengerszint magassagaban va-
lasztjuk meg, relativ, illetve abszolut (tengerszint feletti magassagrél beszélink.

A magassagmeghatarozas szabatos modszere a geometriai szintezés és kulonleges
esetekben a hidrosztatikai szintezés. Megfeleld korulmények kozott alkalmazzuk
még a trigonometriai magassagmeérést is. (Ezzel kés6bben kuldén fogunk foglalkozni.)

Ha geometriai szintezést végzunk, és kovetjik a szintezés szabalyait, valamint fel-
tételezzlk, hogy a fénysugar terjedési gorbéje és a szintfellletek alakja az elére és a
hatra iranyzaskor a miszerallaspontra szimmetrias, akkor elvileg minden miszeral-
lasban, a leolvasasok klldnbségeként, a kdtépontokon atmend két szintfellilet helyes
fuggbleges tavolsagat, azaz a kétépontok m; magassagkulonbségét kapjuk.

Ha az egyes muszerallasokban kapott magassagkulénbségeket hosszu uton dssze-
gezzik, akkor a végpontok magassagkulonbségére, a szintfeliletek nem parhuza-
mos volta miatt, a szintezés utvonalatdl fliggdé eredményt kapunk. Ha pedig zart
szintezési kort (poligont) alakitunk ki, hibatlan mérési eredmények esetén is, nullatél
eltérd, un. elméleti zardhibara jutunk.

Szintfellletek tavolsaganak jellemzésére nagyobb kiterjedésl tertleten (a felségeo-
déziaban) a szintezett (Un. nyers) magassagkulonbségek nem alkalmasak, ezért mas
magassagi mérészamokat kell bevezetni.

531.1. A geopotencialis érték

A nehézségi er6tér szintfellletei kdzott — mint lattuk — nem a flggéleges tavolsagok,
hanem a potencialkulonbséguk allandd. Ezért méréseinkkel is AW potencialkiilénb-
séget kell meghatarozni, ami munka jellegl mennyiség. Ehhez a szintezés utvonala
mentén nehézségi méréseket is kell végezni, és a szakaszok g;-m; szorzatanak 06sz-
szegezéseével jutunk a keresett eredményre.

A geoidhoz, mint magassagi alapszintfelllethez viszonyitott potencialkulonbséget
nevezzuk geopotencialis értéknek, és K-val jeloljuk. Ezt elvileg a g-dm elemi szorza-
toknak az O magassagi kiindulépont és a P pont kozotti vonalintegraljaként értel-
mezzuk (ahol dm a (nyers) szintezett elemi magassagkuldnbségeket jelenti). Ezt
gyakorlatilag a szintezési szakaszokra vonatkoz6 g;-m; szorzatoknak a két végpont
kOzotti 0sszegezésével tudjuk szamszerien el6allitani.

Valamely P pont geopotencialis értéke, tehat
P P
KP=W0—Wp=jgdmzz gimi. (5311.1)
o) (0]

A geopotencialis érték szabatos szintezéssel és hozza kapcsol6dd nehézségi mére-
sekkel feltevésmentesen meghatarozhatd. Egyszeri, természetes mér6szam a ma-
gassagra, melynek egyetlen hatranya az, hogy nem hosszusag jellegi. A geodézia-
ban alkalmazott mértékegysége a geopotencialis egység (GPU = Geopotential Unit),
ami 1 dJ/kg (vagy 10 m? s). Ennek a mértékegységnek elénye az, hogy a pontok
geopotencialis értéke szamszerlien csak mintegy 2%-kal kulénbozik a pontok — ké-
s6bbiekben targyalando — hosszegységben (m-ben) kifejezett magassagatol.

A gyakorlatban a geopotencialis értéket kulonb6z6 magassagi mérészamokat hasz-
nalé (nemzeti) magassagi alapponthalézatok 6sszekapcsolasakor (egyuttes kiegyen-
litésekor) hasznaljuk.



A felhasznalé azonban hosszusag jellegl magassagi mérészamot igényel, ezért
ilyen megoldast kell keresni.

531.2. Az ortométeres magassag

Valamely P pont ortométeres magassagan a P ponton atmend szintfelllet és a ma-
gassagi alapszintfelllet tavolsagat értjuk a P _pont fliggbvonalan mérve. Ezzel az ér-
telmezéssel kikuszoboltuk a szintfellletek nem parhuzamossagabol szarmazd bi-
zonytalansagot a magassag kérdésében.

Az ortométeres magassag kiszamitasa érdekében irjuk fel a P pontnak a geoidon
fekvé O magassagi kiinduldponthoz viszonyitott Wy — Wp potencialkilonbségét egy-
részt a fizikai foldfelszinen, a szintezés utvonala mentén, ennek eredményeként (ez
éppen a pont geopotencialis értéke), masrészt az O pontbdl kiindulva a geoidon a P
pont P’ geoidi megfelel6jéig, majd innen a P pont figgévonalan a foldfelszinig halad-
va. A kétféle uton felirt potencialkilonbséget egymassal egyenlévé téve, kiszamit-
hatjuk a PP’ fligg6vonal-szakasz

1 P
Hp = — J'g dm =
9r o
ivhosszat, amit ugy kapunk, hogy az O és a P pont mért potencialkilonbségét el-
osztjuk a nehézségi térer6sségnek a P pont fuggbévonala mentén, a geoid és foldfel-
szin kozotti g, atlagértékével (feltételezve azt, hogy a g nehézségi térerésség a ten-
gerszint és a foldfelszin k6zott, a P pont fiuggdévonalan, a magassaggal egyenletesen
valtozik).

P
~=Ygm, (5312.1)
(0]

Ezt az atlagértéket kdzvetlenll mérni nem tudjuk. Szamitasa a mért foldfelszini érték
€s a geoid és a felszin kozotti foldtdmeg eloszlasara vonatkozoan felvett valamilyen
modell alapjan lehetséges. A modell meghatarozasa azonban a Fdld belsejére vo-
natkozo ismereteinket potld feltevéseket igényel, igy ennek tdbb madia is kialakult.
Egyik szokasos megoldas a (333.6) Poicaré-Prey-féle modell alkalmazasa. Korabban
gyakran megelégedtek azzal is, hogy a g, atlagértéket a normal nehézségi képletbdl
a P pont figgélegesén, a H/2 magassaghoz kiszamitott 7, normalértékkel kozelitet-
ték (normal-ortométeres magassag).

Az ortométeres magassag altalaban jol hasznalhatd, hosszusag jellegli magassagi
mérdszam, ami a gyakorlatban széles kdrben (kordbban Magyarorszagon is) elter-
jedt. Hatranya, hogy a g, atlagérték szamitasan keresztll a valosagot kozelitd fel-
tételezésekhez kotott, tovabba, hogy a Hy = H, = ... = H; = allando ortométeres ma-
gassaggal jellemzett pontok altalaban nem fekszenek azonos szintfeliileten (a viz
elfolyik k6zottuk).

Emlitett hatranyai ellenére tobb orszag hasznalja orszagos magassagi
alapponthalézata magassagi adatainak megadasara.

531.3. A dinamikai magassag

Az ortométeres magassagnak ezen legutdbb emlitett hatranyan segit a dinamikai
magassag fogalmanak a bevezetése. Erre ugy jutunk, hogy a P ponton atmend
szintfellletnek a geoidhoz viszonyitott (mért) potencialkulonbségét, azaz a P pont



geopotencialis értékét elosztjuk valamely megallapodasszerien régzitett normal ne-
hézségi értékkel. Igy a potencialkllonbséggel aranyos nagysagu, de hosszusag jel-
legl magassagi mérészamra jutunk.

A felvett normal nehézségi er6 érték altalaban a ¢ = 45° szélességen (ill. Rédey
professzor javaslata szerint a ¢ = 90° helyen, a sarkokon) az ellipszoid felszinére,
valamely nemzetkdzileg elfogadott geodéziai vonatkoztatasi rendszer normal nehéz-
ségi képletébdl kiszamitott ertek. Ezzel a P pont dinamikai magassaga
P
Hi = ' ke U S gim,. (5313.1)

Vs Vise O
A dinamikai magassag értelmezésének megfeleléen, az azonos szintfeliileten fekvd
pontok dinamikai magassaga azonos. Ezzel szemben hatranya, hogy a nyers (szin-
tezett) magassagokat meglehetésen nagy javitassal kell ellatni, ami orszagos szinte-
zési halézatok gyakorlati hasznalatakor gondot jelenthet. A dinamikai magassagnak
geometriai tartalma tulajdonképpen nincs, ez egyszeriien a pont geopotencialis érté-
kével aranyos, hosszusagjellegii mennyiség.

Az utdbbi évtizedekben még tovabbi magassagi mérészam is elterjedt a geodéziai
gyakorlatban normalmagassag elnevezéssel. Ezt késébben fogjuk targyalni [533.].

Feladatok

- Ismételjuk at a szintezésnek a Geodézia és a Geodéziai alaphalézatok tantédrgyban tanult szabalyait
és bizonyitsuk, hogy megtartasuk és tovabbi két feltétel mellett egyetlen miszerallasban a helyes
magassagkuldénbséget kapjuk eredményul!

- Nagy tavolsagokra szintezve miért fiigg a kapott eredmény a szintezés utvonalatol?
- Miért kell a fels6geodéziaban a szintezés mellett nehézségi mérést is végezni?

- Mik a geopotencialis érték tulajdonsagai? Bizonyitsuk az ortométeres magassag szamitasara szol-
gald (5312.1) helyességét!

- Soroljuk fel az ortométeres magassag tulajdonsagait!
- Mikor van szlkség a dinamikai magassag hasznalatara?
- Lehet-e a dinamikai magassagnak geometriai értelmezést talalni?

532. A trigonometriai magassagmérés alkalmazasa

Trigonometriai magassagméréskor az ismert vizszintes helyzetid P1 és P, pontban
megmeérjuk a két pont k6zoétt haladé fénysugar terjedési gorbéjének Z, és Z, szintfe-
lileti zenitszbgét. A pontok sq2 ellipszoidi tavolsaga (ivhossza) a koordinataikbol
szamithatd, tehat ismert.

A fénysugar terjedési gorbéjének végérint6i a két pontot 6sszek6td hurral a oy és a o,
fénytorési (refrakcios) szdget zarjak be. A helyi figgdleges (a helyi szintfellleti nor-
malis) iranya a ponton atmend ellipszoidi fellleti normalis iranyaval a fugg6vonal-
elhajlas P és a P, pontot 0sszekotd iranyra vonatkozo vetuletének megfelelé o és
t» szOget zarja be. A pontoknak az ellipszoid feletti magassaga hy, ill. h,.



Az ellipszoid sq» ivdarabjat helyettesitjuk az R atlagos kdzépgorbuleti sugaru gombi
ivvel. Az s12 gdmbi ivhosszhoz tartozé kdzépponti szog a K metszéspontban legyen
a yszog.

A P4, Py, K sikharomszogre felirt tangenstételbdl, a haromszog belsd szogdsszegét
kifejez6 0sszeflggésbél tg y/2-et hatvanysorba fejtve, ennek elsd két tagjara korlato-
zbdva és a y/2 = 812 /2R helyettesitéssel kifejezhetjuk a két pont ellipszoid feletti ma-
gassaganak kulonbségét a

(532.1)

Ah1 2= ho—hq1 = S10 1+h1+h2+ Si2 t (2, +6,)~(2,+6)
' ’ 2R 12R? 2

alakban, ahol z; és z, a megfelel§ ellipszoidi zenitszéget jeldli, amit a mért szintfell-
leti zenitszogbdl a fuggdvonal-elhajlas megfeleld iranyd vetlletének figyelembe vé-
telével szamithatunk ki. (Megjegyezzik, hogy az (532.1)-ben a flggévonal-elhajlas
elhanyagolasaval az ellipszoidi zenitszdg helyett a Z mért szintfeliileti zenitszéget
irjuk, akkor eredményul értelemszeriien a pontok tengerszint feletti magassaganak
AHq 2 = Ho—H, kuldnbségét kapjuk.)

A trigonometriai magassagmeérés legkényesebb pontja a & és a &, refrakcids szog
meghatarozasa. A gyakorlatban altalaban a fénysugar terjedési gorbéjét R/k sugaru
korivvel helyettesitjuk, ahol k a fénytorési (refrakcios) egyutthatd és altalaban k < 1.
A zenitszogek meérését pedig célszerlien mindkét végpontrdl egyidejien végezzuk.
Ez esetben jo kozelitéssel feltételezhetjik, hogy & = ¢, mialtal ez a hatas az
(532.1)-bdl a klldnbségképzés révén kiesik.

Ezzel szemben lehetévé valik a k fénytdrési egyutthatdé szamértékének Kkisérleti
meghatarozasa a

_z,+2z,-180°
/4

Osszefliggés alapjan, ahol y = s12/R helyettesitéssel élink. A k egyutthatd értéke,
kilonosen a talaj kozelében, viszonylag tag hatarok kozott valtozik. A talajtol tavo-
labb, nagyobb magassagban mar kisebb valtozast mutat, és magashegységekben
pedig igen kevéssé valtozo kis érték. Ezért a trigonometriai magassagmeéreés elsé-
sorban ez utdbbi kornyezetben vezet j6 eredményre. llyen kdrtlmények kozott eld-
nyosen alkalmazhatd a fiiggévonal-elhajlasok sdritésére is. A P4, P2, K haromszdg
sz0gosszegét kifejezd dsszeflggésnek a megfelel6 atrendezésével ugyanis a

h— th = (z1+22) —y— 180°+ (&1+ ) (5632.3)

alakra jutunk, ahol y= s12/R és ismét a & = o, feltevéssel élve 6+& = kyhelyettesi-
tést végzink.

k=1

(532.2)

Ha ismert flUgg6vonal-elhajlasu végpontok kdzott pontparonként egyideji trigonomet-
riai magassagmeéréssel magassagi sokszogvonalat vezetink, akkor a kozbens6
pontokra szamithato lesz a fuggévonal-elhajlas és a k fénytorési egyitthatd pillanat-
nyi értéke.

A trigonometriai magassagmérés (fé6ként magas hegyvidéken) alkalmazhat6 a geoid-
ellipszoid tavolsagok kulonbségének meghatarozasara is a

AN+ 2 = No=Ny = (ho=h1) — (H2—H») (532.4)



Osszefliggés alapjan, ahol a h ellipszoid feletti magassagokat trigonometriai magas-
sagméréssel és a H tengerszint feletti magassagokat szabatos szintezéssel hataroz-
zuk meg.

Feladatok

- Vazlat és geometriai megfontolas segitségével bizonyitsuk az (532.1) helyességét!

- Milyen kozelitéseket tartalmaz az (532:1)?

- Milyen feltételezés mellett tudjuk az (532.1)-et gyakorlatilag hasznositani és mikor varhaté ezek tel-
jesedése?

- Mutassuk be az (532.3) gyakorlati alkalmazasat két oldalbol allo magassagi sokszégvonal példajan!

- Vazlattal bizonyitsuk az (532.4) helyességét!

533. Magassagmeghatarozas mesterséges hold észleléssel

Mint tudjuk, mesterséges holdak geodéziai észlelésével az allaspontunk (geocentri-
kus) helyvektorat tudjuk kozvetlenll meghatarozni. Foldi térbeli derékszdgl koordi-
nata-rendszerlnk tengelyeire E(a,f) paraméter(i vonatkoztatasi ellipszoidot illesztve,
egyszer(i atszamitassal megkaphatjuk a pont (¢ A, h) ellipszoidi koordinata-
harmasat. Ha a pontunk geoid (tengerszint) feletti H magassagat is meghatarozzuk,
pl. szintezéssel, akkor ebben a pontban megkaphatjuk az

N=h-H

geoid-ellipszoid tavolsagot. (Ezt az 6sszefuggést hasznaltuk mar a geoid meghataro-
zasara a szatellitageodézia geometriai médszerének alkalmazasakor [523.1].)

Most ezt a modszert arra fogjuk hasznalni, hogy a mesterséges hold észleléssel
(GPS-méressel) és szintezéssel (is) igy meghatarozott P; és P; pont kozotti tovabbi
P« pont (pontok) geoid (tengerszint) feletti magassagat meghatarozzuk tovabbi mes-
terséges hold észleléssel (GPS-szintezés).

A kbézbensé Py pont Hk geoid (tengerszint) feletti magassagat a
Hk = hk — Nk

alakbdl szamitjuk ki, ahol tehat hy a pont mesterséges hold észleléssel meghataro-
zott ellipszoid feletti magassaga és N« = Ni(N;, N;) a P; és a P; pont el6bbi modon
meghatarozott geoid-ellipszoid tavolsagabdl valamilyen predikcios eljarassal a Py
kézbensd pontra kiszamitott érték. (A gyakorlatban ez a predikcids eljaras tébbnyire
az egyszerd linearis predikcid.)

Ezzel a megoldassal a munka-, és igy, koltségigényes szintezés helyett sokkal gyor-
sabb és olcsobb GPS-méréssel tudjuk kézbensd pontok geoid (tengerszint) feletti
magassagat meghatarozni. Az eljaras megbizhatésaga (a GPS-mérés megbizhaté-
sagan tul) alapvetéen a koézbensd pont (interpolalt) geoid-ellipszoid tavolsaganak
megbizhatdésagatol fligg. A modszer alkalmazhatd, természetesen, tobb szintezett
GPS-pont felhasznalasaval, akar vonal mentén, akar fellletdarabra kiterjesztve, és a
geoid-ellipszoid tavolsagok interpolalasaba mas informaciok is bevonhatok.



A hazai gyakorlatban mar egyes tertleteken a 3. rendl szintezés kivaltasara ered-
ményesen hasznaljuk ezt az eljarast.

A modszer altalanositasa az, ha nagyobb fellletdarabon mind a szintezett GPS-
pontokra (GPS-geoid [523.1.]), mind a csillagaszati-geodéziai [521.], mind a nehéz-
ségi, valamint gradiométeres mérésekre tamaszkodd kombinalt megoldassal (pl.
kollokacioval) eléallitjuk a lehetd legrészletesebb geoidabrazolast (az un. ,centimé-
ter-geoidot’), és ezt hasznaljuk fel a terlleten végzett tovabbi GPS-mérésekkel terepi
pontok tengerszint (geoid) feletti magassaganak meghatarozasara (GPS-szintezés-
re).

534. A peremérték-feladat megoldasa a fizikai foldfelszinre

Ebben a fejezetben a fizikai foldfelszin meghatarozasanak ujabb modszerét ismerjiuk
meg, amely a harmadik peremérték-feladatnak a fizikai foldfelszinre vonatkozé meg-
oldasan alapszik. Az eljaras nagy elénye elvi tisztasaga, vagyis az, hogy a fizikai va-
l6sagban mérheté mennyiségekre kdzvetlenll tdmaszkodva teszi lehetévé a feladat
megoldasat, elkerllve az ismereteink hianyait po6tld feltevéseket. Ez azaltal valik le-
hetévé, hogy a helymeghatarozd adatok mindegyikét a normal nehézségi erétérben
értelmezi, melynek matematikai 0sszefuggéseit pontosan ismerjuk, hiszen magunk
vélaszthatjuk meg. igy, ebben az eljarasban a normal nehézségi erétérnek még na-
gyobb jelentésége lesz az eddiginél.

A foldfelszini P pont helyzetének meghatarozasara a fizikai valésagban mérni tudjuk
a pont ®; és A; szintfellileti féldrajzi szélességét és hosszusagat, valamint a tenger-
szintrél kiindulo szintezéssel és nehézségi mérésekkel a geoidhoz viszonyitott W, —
Whe potencialklilbnbségét. Ezen tulmenéen még az is szukséges, hogy a Fold egész
felszinérél legyenek nehézségi mérési eredményeink.

Keressuk a foldfelszini P pont ¢, A és h ellipszoidi koordinatait, amelyek a geodéziai
datum ismeretében a pont térbeli helyzetét meghatarozzak.

A feladat megoldasahoz felvett geodéziai vonatkoztatasi rendszer normal nehézségi
erbterének ellipszoid alaku szintfelllete (a FOld normal alakja) lesz helymeghatarozé
koordinata-szamitasaink vonatkoztatasi ellipszoidja. A szintellipszoid Uy hormal- és a
geoid W), valodi potencialértékét szamszerlen azonosnak tekintjuk.

A P foldfelszini pont ellipszoidi P” megfelel§jét most ugy allitjuk el6, hogy a P pontot
a normal nehézséqgi erétér rajta atmend filiggévonalaval (erévonalaval) vetitjuk az
ellipszoid felszinére. A P pont ellipszoidi foldrajzi szélességét és hosszusagat a P”
pontbeli ellipszoidi fellleti normalis térbeli helyzetét jellemz6 ¢ és A szdggel értel-
mezzuk.

Ez utdbbiakra a kdvetkez6 modon jutunk. A foldfelszini P pontban a valédi és a nor-
mal nehézségi térerdsség vektornak hatasvonala altal bezart széget (vagyis a valodi
és a normalpotencial szintfellletének fellleti normalisa altal bezart széget) foldfelszi-
ni, vagy Mologyenszkij-féle fliggévonal-elhajlasnak nevezzik. Ennek & M meridian és
n ™M 1. vertikalis irany dsszetevsjének figyelembe vételével kénnyen szamithaté a P



pont ¢ " normalszélessége és A" normalhosszisaga, melyek a normal nehézségi
erétér fuggdvonala P pontbeli érintéjének térbeli helyzetét adjak meg

p"=0-M  és "= A-nVicosd.
A P pont ellipszoidi féldrajzi koordinatait pedig ugy kapjuk, hogy a normalszélességet
€s a normalhosszusagot a normal nehézségi erétér fuggdédvonalanak gorbultsége mi-
att megjavitjuk. Mivel a normal nehézségi erétér forgasi szimmetrias eloszlasu, fug-
g6vonala a meridiansikban fekvé sikgorbe, igy a javitas csak a ¢ koordinatat val-
toztatja a fiiggévonal P és P” pontbeli érintéjének xiranykilénbségével. igy

0=9"-x és A= A"
A vonatkoztatasi ellipszoid geocentrikus elhelyezésdi.

Harmadik koordinataként most is az ellipszoid feletti h magassagot hasznaljuk, amit
két részbdl teszlink 6ssze. Ennek érdekében keressuk meg a normal erétérnek a P
ponton atmend fluggévonalan azt a P” pontot, amelyben a normalpotencial Up~
szamértéke éppen a P pont valodi We potencialértékével egyenlé. A P pont fliggbvo-
nalanak a P” P” szakaszat nevezziik a P pont H" normalmagassaganak és a P P
flggdleges tavolsag pedig az N" magasséagi rendellenesség. E két utdbbi mennyiség

h=H"+N"
O0sszege teszi ki a P pont ellipszoid feletti h magassagat.

Megjegyezzuk, hogy a kulféldi szakirodalomban gyakran talalkozhatunk a magassagi
rendellenességre a ¢ jeldléssel, tovabba a valddi nehézségi erétér szintfellleteire a
geop és a normal nehézségi erétér szintfellleteire a szferop elnevezéssel.

Egész foldi viszonylatban a P”” pontok Osszessége altal alkotott felllet a fizikai fold-
felszin els6 kézelitése, amit telluroidnak is szokas nevezni. (Az els6 kozelités itt a
magassagi rendellenesség elhanyagolasat jelenti.)

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy a féldfelszini pont magassagi helyzetét jellemz6,
most ismertetett mennyiségekre hogyan juthatunk a mérési eredmeények alapjan.

534.1. A normalmagassag

Lattuk a korabbiakban, hogy a Fdld valésagos nehézségi eréterének szintfellletei
kozott értelmezett ortométeres magassag kiszamitasahoz a nehézségi térer6sség-
nek a P pont fliggévonala mentén a pont és a geoid kozotti g, atlagértékének isme-
rete szukséges [531.2]. Mivel ezt a Fdld belsejében mérni nem tudjuk a felszinkdzeli
tdomegek slrliségeloszlasara vonatkozo feltevések mellett, szamitassal tudjuk csak
megkozeliteni.

Hogy az ezzel jar6 bizonytalansagokat elkerdljuk, inkabb lemondunk arrdl, hogy a
magassagot a Fold valésagos nehézségi eréterében értelmezzik. igy jutunk arra a
megoldasra, hogy magassagi mérészamként a normalmagassagot vezetjik be. Ez
pedig a pont geoidhoz viszonyitott Wy — We valodi potencialkilonbségének a normal
nehézségi erétérben megfelel6 fuggbleges tavolsag (vagy magassagkuldonbség),
amit a

P
Hp=te = 1] gdm=-
7P )

> gim (5341.1)
Ve

Osszefliggésbél szamithatunk.



A nevezdében szerepld 7, atlagos normél nehézségi értéket ugy kapjuk, hogy a felvett

normal nehézségi képletbél az ellipszoid felszinére kiszamithatd értéket a tiszta ma-
gassagi hatassal az ellipszoid folé Hp/2 magassagra atszamitjuk. (Ez most nem tar-
talmaz semmiféle kdzelitést, mert a vonatkoztatasi rendszert ugy alkottuk meg, hogy
a Fold normalalakja (a szintellipszoid) a Fold 6ssztdmegét magaba zarja, igy felette
mar tdmegek nincsenek! Ebben rejlik a normalmagassag feltevésmentessége.)

Az (5331.1)-ben m; most is az i. szintezési szakasz szintezett (nyers) magassagku-
lonbségét, g; a hozza tartozd mért nehézségi értéket és Kp a pont geopotencialis ér-
tékét jelenti.

A normalmagassag tehat a mérési eredményekbdl feltevésmentesen, tetszdleges
pontossaggal szamithaté. Gyakorlati célra, pl. orszagos magassagi alapponthalézat
szamara, j6l megfelel6 magassagi mérszam. Kozel all az ortométeres magassag
ertékéhez, eltérése ettdl, hazai viszonylatban 0,1 m-nél, egész foldi viszonylatban 2
m-nél kisebb. A gyakorlatban széles korben elterjedt, az eurdpai orszagok, kozottuk
Magyarorszag hivatalosan hasznalt magassagi mér6szama.

Egyetlen hatranya, hogy a valésagban azonos szintfelileten fekvé pontok normal-
magassaga csak akkor azonos, ha a pontok azonos szélességi vonalon fekszenek.

534.2. A magassagi rendellenesség

A foldfelszini P pont ellipszoid feletti magassaganak masik része a P” P tavolsag, a
magassagi rendellenesség. Mivel a normal nehézségi er6tér P” ponton atmend
szintfellletének Up~ potencialértéke megegyezik a P pont Wp valddi potencialjaval
(mert igy valasztottuk ki), ezért a feladat most is — mint a geoid meghatarozasakor —
azonos potencialértéki valodi és normal szintfelilet egymastol mért tavolsaganak
meghatarozasa a foldfelszinen nyert mérési eredményekbdl.

A feladat lIényegében a potencialelmélet 3. peremérték-feladatanak megoldasa a
foldfelszinre. A megoldasnak tobb utja ismeretes.

Az egyik megoldasi utat kdvetve a foldfelszint a telluroiddal kézelitjuk, és linearis in-
tegralegyenletet allitunk fel a T potencidlzavar meghatéarozasara.

Ennek megoldasa sor alakjaban kaphato, a kdvetkezé feltételek mellett

a vonatkoztatasi (szint)ellipszoid U, és a geoid W, valdodi potencialértéke
szamszerlien azonos,

- a normal nehézségi erétér forrasat képez6 tdmeg megegyezik a Fold M
Ossztomegeével,

- a koordinata-rendszerunk kezdépontjat a Fold tomegkdzéppontjaba helyezzik
es
- egyes lépésekben az ellipszoidot gombbel helyettesitjluk.

Az igy nyert T potencialzavart Bruns képletébe helyettesitve, jutunk a magassagi
rendellenességre. A sor els6 két tagjara korlatozodva Mologyenszkij megoldasa a
telluroid felszinére kiterjesztett fellleti integral

N = N"(Ag, GT;, 7), (5342.1)

ahol



Agi =(gr—1p")i (5342.2)
a féldfelszini nehézségi rendellenesség, és

G1;= G1((H" —H?1),Ag) (5342.3)

az (5342.2)-nek a foldfelszini domborzat hatasat kifejezé elsé foku javitasa, ami gya-
korlatilag csak magasabb hegyvidéken ér el figyelembe veendd mértéket.

Megjegyezzuk, hogy az (5332.1) hataresetként a geoidra vonatkoz6 megoldast is
tartalmazza, ha ebbe a

Ag = gp—xr
geoidi nehézségi rendellenességet és a P pont és a felszin i futépontja kdzotti ma-
gassagkuldonbségre

H'-H;=0
értéket irunk (mivel a geoidon fekvé pontok kdzo6tt magassagkllonbség nincs).

(Az (5342.1)-ben elbirt fellleti integral alakjaval a Fizikai geodézia tantargyban fog-
nak megismerkedni.)

Ha a terepszinti P pontok normal fligg6évonalara a vonatkoztatasi ellipszoidtdl elészor
a magassagi rendellenességet mérjuk fel, (vagy ha a P pontokbdl lefelé a normalma-
gassagot mérjiik vissza,) akkor olyan P~ pontokra jutunk, amelyeknek dsszessége a
kvazigeoidot alkotja. Ennek az ellipszoidtol mért tavolsaga olyan mértékben kulonbo-
zik a geoid-ellipszoid tavolsagtdl mint a normalmagassag az ortométerestdl (ugyanis
a P tereppontnak az ellipszoid feletti h magassaga, flggetlenll a meghatarozas
madjatol, ugyanannyi).

A megoldas elvi elénye, hogy egyrészt elkeruli a foldfelszini mért g értékek geoidra
atszamitasat, masrészt lehetéséget ad a domborzat hatasanak figyelembevételére.

534.3. A foldfelszini fliggévonal-elhajlas

A csillagaszati szintezés (5211.1) alapdsszefuggésebél lathatdé, hogy a geoid-
ellipszoid tavolsag megvaltozasa a figgdvonal-elhajlas vonalintegralja. Ennek meg-
forditasaval kapjuk, hogy a flUggbvonal-elhajlas 0sszetevok pedig, a geoid-ellipszoid
tavolsagok meridian- illetve erre merdleges iranyu ivhossz szerinti differencialasaval
szarmaztathatok. Ennek a kapcsolatnak az alapjan az (5342.1) megfeleld iranyu dif-
ferencialasaval kaphatjuk a féldfelszini fliggévonal-elhajlas kiszamitasara alkalmas
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(feluleti integral) 6sszefliggést.

j , Hi— Hp) (5343.1)

Ez az dsszefuggés is — szukség esetén — lehetévé teszi a domborzat hatasanak fi-
gyelembe vételét. (Hataresetként tartalmazza a geoidi fugg6vonal-elhajlas kiszami-
tasara szolgalé un. Vening Meinesz-féle képletet is, amelyet a Fizikai geodézia tan-

targy targyal.)



A peremérték-feladat megoldasa a fizikai foldfelszinre végul is olyan helymeghataro-
zasi lehet6séget nyujt, amely a ¢, 4, h ellipszoidi koordinata-harmas feltevésmentes
meghatarozasat teszi lehetévé, ténylegesen mért féldfelszini mérési eredményekbdl.

A jelenlegi gyakorlatban a vizszintes helyzet (¢ és A1) meghatarozasa tekintetében a
megoldas inkabb elvi jelentéségl, mert a nehézségi mérések nem egyenletes fold-
felszini eloszlasa miatt az (5343.1)-b8l szamitott fuggdvonal-elhajlas 6sszetevdk
megbizhatésaga meglehetdsen valtozd a Fold kulonbdzé helyein, és nem éri el egy-
elére a szukségest. Ezért erre a célra ma mar a GPS hasznalata sokkal jobb ered-
meényre vezet.

Ezzel szemben a normalmagassag jol meghatarozott, feltevésmentes, egyértelmi
magassagi mérészam, ami a gyakorlatban széles korben elterjedt.

igy a magasségi rendellenesség is nagyobb megbizhatésaggal nyerhets, a GPS-mé-
réssel meghatarozott h ellipszoid feletti magassag és a H" normalmagassag

N'=h-H"

kGldnbségeként, mint az (5342.1) szerinti meghatarozasaval. Ezzel a megoldassal
most a kvazigeoidnak az ellipszoidtol mért tavolsagat kapjuk, pl. szintezett GPS-pon-
tokban.

A mai gyakorlatban talalkozunk mind a geoid, mind a kvazigeoid fogalmaval. A kett6
a tengereken egybeesik, a szarazfoldeken pedig annyira kulénbdzik, mint az
ortométeres magassag a normalmagassagtol (<2 m). A két felulet pontjait ugyanis
ugy értelmezhetjik, hogy a fizikai foldfelszinen 1évé pontbdl vagy az ortométeres
magassagot, vagy a normalmagassagot meérjuk vissza a pont fuggévonalan. Elsé
esetben a geoid, masodik esetben a kvazigeoid pontjaira jutunk.



