3. GEODEZIAI VONATKOZTATASI RENDSZEREK MEGHA-
TAROZASA

31. A vonatkoztatasi ellipszoid

Fels6geodéziai munkakban a meghatarozott féldfelszini, vagy felszinkdzeli (tébbnyi-
re az |. rend( alaphal6zati) pontok helyzetét altalanos hasznélatra ellipszoidi feltileti
koordinatakkal [162.1] adjuk meg. Kiszamitasukhoz célszerlien valasztott méretd,
alaku, elhelyezésil és tajékozasu forgasi ellipszoidot, Un. vonatkoztatasi (referencia)
ellipszoidot vezetiink be (amire a koordinatakat vonatkoztatjuk).

Az ellipszoid méretét és alakjat elvileg szabadon valaszthatnank meg, de gyakorlati
célszerliségi okokbdl 6ket ugy hatarozzuk meg, hogy a vonatkoztatasi ellipszoidunk
a Foéld (elméleti) alakjat jol megkédzelitse. Ezt a feltételt azért szabjuk magunknak,

hogy
- egyrészt a fizikai valésag leképezése az ellipszoidra minél kisebb torzulasok-
kal jarjon,
- masrészt az ellipszoid feletti magassagok viszonylag kis értékek legyenek és
igy, egyszerl — linearis — 6sszeflggésekkel legyenek szamithatdk.

Magat a forgasi ellipszoid alakot, pedig az indokolja, hogy a mellett, hogy méretének
és alakjanak megfelelé megvéalasztasaval a Féld alakjahoz igen kdzel all, viszonylag
egyszerlien kezelheté matematikai felllet, amelyen a fellleti koordinatak kiszamitasa
nem tulzottan nehézkes.

A vonatkoztatasi ellipszoid meghatarozasakor keressiik a forgasi ellipszoid a és e?
paraméterének azt az értékparjat, amellyel az alakzat a megszabott feltétellinket le-
hetd legjobban kielégiti. Ha ezt a feladatot pusztdn geometriai (sz6g és tavolsag jel-
legl) mérési eredményekre tdmaszkodva oldjuk meg, akkor beszéliink a vonatkozta-
tasi ellipszoid meghatarozasanak geometriai vagy csillagaszati-geodéziai (idegen
szbval asztrogeodéziai) mddszereirdl. Ezek kdzoétt klasszikus eljards a fokmérés
mébdszere, melynek elvét mar az 6kor egyes természettuddsai is alkalmaztak.



32. A vonatkoztatasi ellipszoid meghatarozasa geometriai
modszerekkel

321. A fokmérés és alkalmazasanak eredményei

321.1 A fokmérés elve

Ha valamely gérbe fellleten megmérjik a fellletre merdleges sik altal kimetszett ro-
vid fellleti ivdarab hosszusagat és meghatarozzuk az ivdarab két végpontjahoz tar-
tozé gorblleti sugarak altal bezart k6zépponti széget, akkor ezekbdl az adatokbdl —
az iv, a sugar és a kézépponti szdg 6sszefliggésével — kiszamithaté a fellileti ivda-
rabnak — és egyidejlileg a fellletnek az ivdarab iranyaba es6 — gérblileti sugara. Ez a
fokmérés alapelve.

A fokmérés elvét az 6korban a gdmb alakunak képzelt Féld R sugaranak meghataro-
zasara hasznéltdk. Ehhez elegendd volt egyetlen s ivdarab és a hozzatartozé A¢
kb6zépponti sz6g megmérése, amibél a gdmb sugarat ki tudtdk szamitani. (A mérést
— gyakorlati okbél — meridianban, vagy kézvetlen kézelében végezték.)

A XVII. szazadtol, amikor Newton és Huygens felismerései alapjan a Féld (elméleti)
alakjat forgasi ellipszoidnak tekintették [12.], a feladat a forgasi ellipszoid a és b ten-
gelyhosszanak, vagy a és e® paraméterének meghatarozasa volt. Ekkor feltételezték,

hogy

e a nyugalomban képzelt tengerfelszinek ugyanazon forgasi ellipszoid egyes
felUletdarabijai,

e a helyi fugg6leges iranyok ellipszoidi feliileti normalisokkal azonosak (igy a
csillagészleléssel meghatarozott féldrajzi koordinatékat ellipszoidi féldrajzi
koordinataknak tartottak),

e a tengerszintre atszamitott ivhosszak ellipszoidi fellileti ivhosszakat ered-
ményeznek.

Mivel akkoriban a pdélusmozgés fogalmat még nem ismerték, a XIX. szazad végéig
az elébbiekhez hozzajarult még az a hallgatodlagos feltételezés is, hogy

e a foldtestnek a forgastengelyen elfoglalt helyzete az idében valtozatlan, és a
csillagészleléssel meghatarozott féldrajzi szélesség értékeket a forgasten-
gelyre vonatkoztattak.

A fokmérés mddszere az ellipszoid méretének és alakjanak meghatarozasara is al-
kalmazhat6, de mivel ez esetben két paramétert kell meghatarozni, a fokméréshez
tartoz6 méréseket legalabb két helyen kell elvégezni. Mivel a fellleti normalisok
(gorblileti sugarak) altal bezart kbzépponti széget legkénnyebben (és igy legrégebb
6ta) az iv két végpontjanak foldrajzi szélesség kilénbségeként tudtak meghatarozni,
ezeért kezdetben csaknem kizar6lag meridian iranyu fokmérést végeztek. Kilénbo-
z6 foldrajzi szélességi helyeken (az ellipszoid méretéhez viszonyitva elemi hosszu-
sagu) két meridian ivdarabot tliztek ki, melynek megmeérték az s,1 és sy hosszusa-
gat, tovabba végpontjaik ¢; és ¢y, valamint ¢, és ¢, foldrajzi szélességét. Ha az
ivdarabok végpontjainak A@; = @1 — @1-,ill. Apo = @o — @or szélességkildonbségét el-
osztjuk a megfelel6 sp1 ,ill. spme ivhosszal, akkor kiszamithatjuk az ellipszoidnak az



egyes, elemi hosszusagunak tekintett ivdarabokhoz tartozdé M; illetve M. kézepes
meridian irdnya gérblleti sugarat. Ez viszont az ellipszoid geometriajabdl ismert

M= M(a, € ¢)
kapcsolatban van az ellipszoid paramétereivel és a foldrajzi helyzettel. igy a két ivda-
rabhoz az /\Nﬂ1 és az /\Nﬂ2 ismert szamértékkel és az ivhosszak @,, ill. @, ismert kdze-

pes szélességével kétismeretlenes egyenletrendszert irhatunk fel, amelybdl az a és
az €° két ismeretlen kiszamithatd.

Az ivhosszaknak a meghatarozasara Snellius 1615-ben bevezette a hdromszdgelés
modszerét, amit azéta is kiterjedten alkalmazunk a geodéziai gyakorlatban.

A féldrajzi hosszusagkullénbségek mérésének fejlédésével lehetévé valt a paralelkor
iranyu fokmérés is. Ez esetben azonos paralelkdron fekvé két pont kdzott kell
megmérni az s, (paralelkér) ivdarab hosszat, tovabba sziikséges a végpontok 44
ellipszoidi foldrajzi hosszusagkulénbségének és ¢ ellipszoidi foldrajzi szélességének
ismerete.

A paralelkdr sugarat egyrészt a mérési eredményekbdl az s,/A4 hanyadosként, mas-
részt az ellipszoid geometriajabdl ismert N-cos¢ dsszefliggéssel fejezhetjik ki, ahol
az N harantgérbuleti sugar az

N = N(a, é,¢)
kapcsolatban all az ellipszoid paramétereivel és a foldrajzi helyzettel.

A gyakorlati megoldashoz ismét két ivdarabot kell megmérni ¢; és ¢ kilénb6z6 féld-
rajzi szélességen. Az igy felirhaté két egyenletbdl az a és e két ismeretlen szamitha-
to.

Végul a fokmérés elve harmadik véaltozatban, altalanos iranyu (vagy ferde ivii)
fokméréskeént is hasznosithatd. Ez esetben a P és a P, tetszéleges helyzetl vég-
pontok kdzbtti s7. ivhosszat, a végpontok ¢; és ¢» ellipszoidi foldrajzi szélességét,
ALy 2 ellipszoidi f6ldrajzi hosszusagkuldnbségét, valamint az iv két végérintdjének a
helyi meridian irdnyaval bezart a; > és oz 1 ellipszoidi azimutjat kell meghatarozni.

lly médon ismertté valik a PP{P; ellipszoidi pélusharomszdgnek 6 adata. Mivel ennek
geometriai meghatarozasahoz 3 adat és az ellipszoid megadasahoz tovabbi 2 adat,
Osszesen tehat 5 adat szikséges, ezért még f6l6s mérésink is van. Igy a mérési
eredményekbdl megfeleld geometriai dsszefliggésekkel az ellipszoid keresett két
meghataroz6 adata kiszamithato.

A gyakorlatban — az elkerllhetetlen mérési hibdk hatdsanak csdkkentése érdekében
— altaldban a szlikségesnél tdbb mennyiség mérésével hatarozzuk meg a keresett
ismeretleneket, ha az elérhetd szélsé pontossagra térekszink. A fokmérés esetében
is, a gyakorlatban lehetéleg hosszabb ivdarabokat mértek, amelyeket kbzbensé pon-
tokkal tdbb szakaszra osztottak. Igy a keresett ismeretlenek meghatarozasa szem-
pontjabdl un. fé6lés méréseik is voltak. llyenkor az ismeretlenek legmegbizhatobb ér-
tékét valamilyen négyzetésszeg minimumfeltétel bevezetésével a legkisebb négyze-
tek modszerének alkalmazasaval szamitottak ki.

Feladat:

- Mutassuk be vazlaton a meridian, a paralelkér és az altalanos iranyl fokmérés elvét.



321.2. Nevezetes fokmérések
A nevezetesebb meridian-fokmérések:

1. Az angol-francia-spanyol iv Saxavordtdl (+60°50') Laghouatig (+33°48') 27 2' amp-
litiddéval kb. 3000 km hosszban. Ennek a fokmerésnek kilonés nevezetessége a
Foldkdzi-tengert Spanyolorszag és Eszak-Afrika k6z6tt athidald néhany haromszég,
amelyben 270 + 280 km hosszu oldalak fordulnak elé, s igy a haromszégek szdgei-
nek megmeérése annak idején - a XIX. szazad utolsé évtizedeiben - rendkivili nehéz-
ségeket okozott. Erdekességként megemlitjik, hogy ennek a merididnivnek Dun-
kerque és Barcelona kozotti kdzépsbé szakasza azonos a méterfokmérés ivével,
amelynek 1792-1808 kozott végrehajtott mérése alapjan vezette le Méchain és
Dalambre a méter hosszat.

2. A Struve-Tannerféle orosz-skandindv iv a Fekete-tengertsl az Eszaki-Jeges-
tengerig (+45°20' és +70°40" koz6tt) 25°20" amplituddval 2800 km hosszban.

3. Az afrikai iv a 30°-0s merididn mentén a Fokvarostél Kairéig 61° amplitudéval
(6750 km), amelynek k6zépsd kb. 18° hosszlusagu ivét csak 1953-ban mérték meg.

4. Az indiai f6iv a 73°-0s meridian mentén 21 ° amplitudoval.
5. Az indiai 2. iv a 75°-0s meridian mentén 19° amplitudoval.

6. A 98° menti meridianiv az USA-ban, illetéleg Mexikbban, amelynek kész szakasza
egy 23°0s és egy 6°-0s iv.

7. A kelet-eurépai iv az Eszaki-Jeges-tengertsl Kairéig, amely csatlakozik az afrikai
ivhez. Nagy része, amely atszeli Norvégiat, Finnorszagot, Oroszorszagot, Ukrajnat, a
masodik vilaghaboruig elkészilt. A Féldkdzi-tenger athidalasat Krétan at azonban
csak kés6bben oldottak meg a SHORAN mérési technika (radar) eszkdzeivel.

A nevezetesebb paralelkér menti fokmérések:

1. A francia kdzép paraleliv csaknem 15° amplitudéval a 31 °-os paralelkdr mentén
egész az Adriai-tengerig.

2. A périzsi paraleliv Bresttél Minchenig.

3. Az 52°0s paraleliv~ 69° amplitudéval, frorszagtél az Uralig.

4. Az észak-afrikai iv.

5. Az indiai paralelivek a 13, 18 és 24 °-0s paralelkdr mentén.

6. Négy amerikai paraleliv (32, 39, 42, és 46° mentén) 60 ° amplitudéval.
7. Az amerikai ferde iv a keleti part mentén 23,5° amplitudéval.

321.3 A fokmérések eredményei

A nevezetesebb fokmérések eredményei kdzll szamszerlien a mar emlitett un.
méterfokmérés (1792-1798) ellipszoidjanak jellemzéit mutatjuk be (itt és egyéb he-
lyeken is a numerikus excentricitas helyett a szemléletesebb f geometriai lapultsag
ertéket adjuk megq):



a=6375738,7m,
f=1/334,29.

Ennek, és mas fokméréseknek az eredményei is arra a gyakorlati tapasztalatra ve-
zettek, hogy a ketténél tébb ivdarab mérési eredményeinek egytttes feldolgozasakor
a maradék ellentmondasok altaldban lényegesen nagyobbra adddtak, mint amit a
mérések szérasa (k6zéphibaja) alapjan varni lehetett.

A késdébbi idékben, amikor mar tébb fokmérés eredményei is rendelkezésre allottak,
megkisérelték ezeket egylttes kiegyenlitéssel feldolgozni. Erre elsé példa Walbeck
ellipszoidja (1819), mely 6 fokmérés egyuttes feldolgozasaval j6tt Iétre. Ennek jel-
lemzdi:

a=6376 896 m,
f=1/302,78.

Bessel, koranak legjobb 10 fokmérésébdl vezette le ellipszoidjanak jellemzéit (1837-
41):

a=6377 397,15 m,
f=1/299,1528.
(Ez volt hosszu ideig a magyarorszagi felmérések vonatkoztatasi ellipszoidja [44.].)

A tobb fokmérés eredményének egyittes feldolgozasa arra a sajatos tapasztalatra
vezetett, hogy a maradék ellentmondasok ahelyett, hogy a mérési eredmények sza-
manak noévelésével csdkkentek volna, még inkdbb névekedtek, és nem véletlen el-
oszlast mutattak. Ez a tapasztalat arra a felismerésre vezetett, hogy a helyi figg6le-
gesek nem ellipszoidi normalis iranyok. Akkor pedig a helyi fliggbleges iranyokra me-
réleges felllet nem ellipszoid, hanem valamilyen mas felllet. Igy jutott el Gauss a
szintfelliletek és a Fold elméleti alakja Uj fogalmahoz, amit késébb geoidnak nevez-
tek el (Listing 1878).

Foldrajzi szélesség meghatarozasaink kbzvetlen mérési eredményei az allaspont
helyi fliggbélegesének, tehat szintfellileti normalisanak iranyat hatarozzak meg a tér-
ben. igy a maradék ellentmondasok, a mérési hibak mellett, a helyi fiiggéleges ira-
nyok és az ellipszoidi normalisok iranykilénbségét, vagyis a szintfelliletek, (a geoid)
és az ellipszoid egymastadl eltéré gérbileti viszonyait tlikrozik.

igy mai ismereteink szerint a fokmérések eredményeként egyes (meridian, paralel-
koér, vagy altalanos iranyu) ivek mentén a szintfellletek (a geoid) alakjahoz simul6
ellipszoid méretét és alakjat, azaz helyi simuld ellipszoidokat kapunk.

Mivel a geoid goérblleti viszonyai meglehetdsen valtozatosak, ezért a simuld ellipszo-
idok is kilénb6z6 méretiiek és alakuak, attél fliggéen, hogy hol végezték a mérése-
ket. A kilénb6z6 helyeken simuld ellipszoidok geometriai kdzéppontja sem esett
egybe, sem egymassal, sem a Fold tdmegkdzéppontjaval. lly médon fokméréssel
gyakorlatilag nem lehet un. féldi (geocentrikus) elhelyezéstii ellipszoidot meghataroz-
ni.

A geoid fogalmanak bevezetésével az ellipszoid meg is sziint mint ,a Fold elméleti
alakja”, de megmaradt egyrészt a geodéziai helymeghatarozas vonatkoztatasi feliile-
teként, masrészt a féldalak egyik szabalyos megkézelitéjeként. Atvitt értelemben
ezért ma is hasznéljuk pl. a ,F6ld egyenlitéi tengelyhossza” és a ,Fold lapultsaga”
fogalmakat, amelyeken a Fdldet (a geoidot) helyettesitd (kbzelitd) valamelyik ellip-



szoid, szabatos értelemben az un. kézepes féldi ellipszoid [343.3] megfeleld jellem-
z6jét értjuk. (Ennek meghatarozdsa azonban csak fizikai modszerek bevonaséaval
lehetséges, amivel kés6bben fogunk foglalkozni [34.]) .

Feladatok:

- Hogyan hatarozzak meg a féldrajzi koordinatak a helyi fliggéleges, illetve az ellipszoidi normalis tér-
beli helyzetét?

- Mely esetben kapnank nulla maradék ellentmondas rendszert?

322. A fuiggovonal-elhajlas fogalma és alapdésszefiiggései

A helyesen feldllitott teodolit allétengelye a helyi fliggéleges (a helyi szintfellleti nor-
malis) iranyaba mutat. Mint a fokmérések tapasztalatai alapjan bebizonyosodott, a
helyi flggdleges iranyok, amelyeknek térbeli helyzetét a f6ldrajzi helymeghatarozas
méréseink eredményei mutatjak, az alldsponton atmené ellipszoidi normalis irannyal
néhany (esetleg néhanyszor 10) masodpercnyi széget zarnak be. Ennek a szégnek &
meridian irdnyu vetllete a fokmérésekkel kapcsolatban méar emlitett maradék ellent-
mondas [321.]. Hasonl6 maradék ellentmondasokra jutunk a paralelkér irdnyd fokmé-
rés szamitasa soran is (ha f6lés szamu méréseink vannak). Ezek pedig a helyi flg-
gbleges irdny és az ellipszoidi normalis k6z6tti sz6g meridianra merdleges vetlletét
adjak, amit n-val jel6link.

A két 6sszetevobol eldallithato
O = (E2+n3)" (322.1)

szbg tehat a helyi fliggbleges és az allasponton atmend ellipszoidi normalis iranyku-
Ibnbsége, amit fliiggbvonal-elhajlasnak nevezink. (A flggdvonal-elhajlasnak ettdl
kissé eltér6, mas értelmezésével is fogunk még talalkozni [533.3.].)

Attol figgben, hogy a figgbvonal-elhajlast valamely P féldfelszini pontban, vagy en-
nek P' geoidi megfelel6jében értelmezzik, megkulénbdztetlink féldfelszini (Helmert-
féle), illetve geoidi (Pizetti-féle) fliggévonal-elhajlasokat.

Masik megkllénbdztetés szerint relativ fliggévonal-elhajlasrél beszélink, ha a vonat-
koztatasi ellipszoid geometriai kézéppontja altalanos helyzetl és abszolut (geocent-
rikus) figgbvonal-elhajlast mondunk, ha az ellipszoid kézéppontja a Féld tdmegkd-
zéppontjaval azonos. (Ezt a helyzetet csak fizikai médszerek alkalmazaséval lehet
elérni.)

A faggévonal-elhajlas sz6gét, pontosabban ennek 6sszetevéit a helyi figgéleges,
illetve az ellipszoidi normalis térbeli helyzetét meghatarozé féldrajzi koordinatakbdl
és/vagy a szintfellleti és ellipszoidi azimut értékekbdl szamithatjuk. (Emlékeztetlink
arra, hogy mind a szintfellleti, mind az ellipszoidi f6ldrajzi koordinatakat a féldi térbeli
derékszdgi koordinata-rendszer (valamelyik megvalésulasa, ClIO-BIH, vagy ITRS) Z
tengelyére, és XZ sikjara vonatkoztatjuk [16.].) Ezekbél

=0 -9, (322.2)
n = (A1) cosg, (322.3)
n=(A-aqctge. (322.4)



A (322.3) és (322.4) egybevetésébdl rendezés utan az azimutokra vonatkozd Lap-
lace-egyenletre jutunk

A—a=(A -2 sing, (322. 5)

amely valamely irdny szintfellleti és ellipszoidi azimutja k6z6tti kildnbséget mutatja.
Ennek fontos szerepe van a geodéziai alaphalézatok szamitasakor.

A figgbvonal-elhajlasok alapvetéen abbdl szarmaznak, hogy a Fold tdmegeloszlasa-
nak szabalytalansdgai miatt a szintfellletek véaltozatosabb alaku fellletek, mint a
szabalyos forgasi ellipszoid alak.

Feladatok:
- Szerkessziink vazlatot a fliggévonal-elhajlas foldfelszini és geoidi értelmezésének bemutatasaral

- Bizonyitsuk a fuggévonal-elhajlds 6sszetevékre felirt (322.2) és (322.3) dsszefliggés helyességét
egységsugaru gdémb segitségével.

- Allapitsuk meg, hogy mely esetben lesz valamely irany szintfelilleti és ellipszoidi azimitja azonos
nagysagu.

- Mi a geometriai értelme a (£=0, 7#0);a(£#0, n=0) és a (& =0, 7= 0) értékparoknak?

- Mi a geometriai tartalma a nullaérték{ fliggévonal-elhajlasnak?

323. A fellletek mdédszere és alkalmazasanak eredményei

Az emberi tarsadalom fejl6édése soran a XVIII.-XIX. szazadban a gazdasagilag gyor-
sabban fejl6dd foldrészeken megkezd6détt az orszagok tertiletét beboritd (nemzeti)
geodéziai alaphal6zatok kialakitasa. Ezeken belll néhanyszor 10 km-es atlagos ta-
volsagokra alappontokat létesitenek, és megmérik a szomszédos pontok kdzotti s;x
tavolsagokat valamint a pontokbdl kialakitott geometriai alakzatok (altaldban harom-
szbgek) pBrik belsé szbgeit. A mérési eredményeket a tengerszint magassagaba
szamitjak at, és a hal6ézatban felirhaté geometriai feltételek figyelembevételével ki-
egyenlitik.

A halézat belsé szdgeinek és oldalhosszainak mérésén kivil, tébb (lehetéleg egyen-
letes terlleti elosztasban) kijeldlt P; (i = 1, 2,... n) ponton (a csillagaszati-geodéziai
pontokban) megmérik a ®; és A; szintfellleti féldrajzi koordinatédkat és a pontbdl kiin-
dul6 valamelyik oldal A;x szintfellleti azimutjat. Ezeket a mérési eredményeket — a
szintfellletek kdz6tt vetitbvonalként a figgdvonalat hasznélva — a féldfelszini pontok
geoidi megfeleléjébe szamitjak at.

A felsorolt mérési eredmények sziikségesek és elégségesek ahhoz, hogy belélik a
széban 1évé halbzat terliletén a geoid ezen feliiletdarabjahoz simuld E(a, €°) forgasi
ellipszoidnak a jellemzdit szamszerllen meghatarozzuk. Az erre a célra szolgald
szamitasi eljaras a felliletek modszere, vagy mas néven a csillagaszati-geodéziai
fliggbvonal-elhajlas kiegyenlités. Ennek a fejlédés kiilénbdz6 fokat képviseld két val-
tozatat kilénbdztetjik meg.



323.1. A Helmert (Hayford)-féle (transzlativ) fliggévonal-elhajlas kiegyenlités

Ez az eljaras lényegében a fokmérés tovabbfejlesztése (altalanositasa) ugy, hogy
nem csupan egyes meridian, ill. paralelkér ivdarabokhoz, hanem a geoid egyes feli-
letdarabjaihoz szamitunk simulé ellipszoidot.

A két felllet simulasanak geometriai feltételeként a két felllet normalisai altal bezart
szbgek (azaz a fliggbvonal-elhajlasok) négyzetbésszegének minimumat valasztjuk.
(Ez vezet ugyanis a legegyszerlibb matematikai 6sszefliggésekre a mérési eredmé-
nyekkel kapcsolatban, és ugyanakkor geometriai tartalmaban megegyezik azzal a
feltétellel, mintha a két felllet meréleges tavolsagainak nulla 6sszegét, vagy négy-
zet6sszegének minimumat irnank eld.)

A geoidi normalisok térbeli helyzetét egyes hal6zati pontokban a féldfelszinen mért
€s a geoidra atszamitott @; és A; szintfellleti féldrajzi koordinatak segitségével adjuk
meg.

Az ellipszoidi felileti normalisok helyzetét ugyanezen pontok ellipszoidi foldrajzi ko-
ordinatai mutatjak. Ez utébbiak kiszamitasahoz fel kell venni az (a) és (&) elézetes
értékekkel jellemzett ellipszoidot el6zetes vonatkoztatasi fellilet céljara. Fel kell venni
tovabba a halézat egyik csillagaszati-geodéziai pontjanak (¢y), (41) elézetes ellipszo-
idi koordinatait és végul az ebbél kiindulé egyik oldal (amelyre szintfellleti azimutot
mértek) (ay) el6zetes ellipszoidi azimutjat. Ezen felvett 5 kiindulé adat és a hal6zat-
ban végzett sz6g- és tavolsagmérések kiegyenlitett eredményeinek fliggvényében
szamithatdk a haldzat valamennyi csillagaszati geodéziai pontjanak (@) és (1) eléze-
tes ellipszoidi koordinatai. Ezek adjak meg az el6zetesen felvett ellipszoidnak a halo-
zati pontokon atmend fellleti normalisai térbeli helyzetét. E mellett a haldézati pontok
el6zetes ellipszoidi koordinataibdl szamithaté az egyes hal6zati oldalak (¢;«) elézetes
ellipszoidi azimutja is, amely szintén a fellleti normélishoz kapcsol6dd geometriai
mennyiség.

Az egymashoz illesztend6 két felllet, a geoid és az ellipszoid fellleti normalisai altal
bezart szbgeket, a (geoidi) fliggdvonal-elhajlasokat a geoidi pontok szintfellileti és
ellipszoidi féldrajzi koordinatainak 6sszevetésébdl (illetve az n 6sszetevét még az
azimutok alapjan is) lehet szamitani a (322.2), (322.3) és (322.4) 6sszefliggéssel.

Nyilvanvald, hogy a flggdvonal-elhajlasok (a fellleti normalisok altal bezart sz6gek)
ily médon kiszamitott értéksorozata még nem fogja a simulas feltételeként valasztott
négyzetdsszeg-minimum feltételt kielégiteni. Ahhoz, hogy ezt elérhessik, a felvett 5
kiindul6 mennyiségnek dg;, di;, day, da és de? kis valtozasait kell megengedniink,
és keresslk ezen kis valtozasoknak (k6zéttik az ellipszoidi jellemzdk valtozasanak)
azt az érteksorat, amellyel az elézetes értékrendszert megvaltoztatva a nyert ellip-
szoidi koordinatakkal szamitott fliggévonal-elhajlasok négyzetésszege mar a legki-
sebb.

Mivel a feladat megoldasat négyzetdsszeg-minimum kereséshez kétottik, elénydsen
alkalmazhato itt is a legkisebb négyzetek modszerének a kiegyenlité szamitasokbdl
megismert formanyelve. (Jollehet, itt tudjuk, hogy a fliggdévonal-elhajlasok nem te-
kinthetdk valdsziniiségi valtozénak, mert nagyon is szabalyos terlleti eloszlast mu-
tatnak. Igy tulajdonképpen nem helyes kiegyenlitésrél beszélni, de a gyakorlatban ez
a szamitasi eljaras mégis fliggdvonal-elhajlas kiegyenlités néven valt ismertté.)

A koézvetitd egyenleteket a fliggévonal-elhajlas mar emlitett (322.2), (322.3) és
(322.4) 6sszefliggései szolgaltatjak, azzal a kilénbséggel, hogy a ¢, 4, és a;x végle-



ges ellipszoidi féldrajzi koordinatakat és ellipszoidi azimutokat a (@), (4), (k) elbéze-
tes ellipszoidi koordinatak és azimutok és ezek egyelére ismeretlen dg, dA;, da;k Val-
tozasainak 6sszegekeént irjuk be.

Kis atalakitassal és a dg, dl;, do; valtozasokat az 5 kiinduld mennyiség szerinti
parcidlis differencidlok 6sszegébdl alkotott teljes differenciallal helyettesitve, kapjuk a
javitasi egyenleteket a
v = A . x + | (323.1)
(max 3n,1) (max3n,5) (5,1) (max.3n,1)
alakban. Ebben

S
v=| (323.2)
cos ¢,
Hi
| ctgy, |

a kiegyenlité szamitas formanyelvén a javitasok vektora, ahol az n;/cos¢;-ket a fold-
rajzi hosszusagbol és az n;/ctge;-ket az azimutokbdl szamitjuk. A javitasi egyenletek
szama legfeljebb 3n, ahol n a halézatban mért csillagaszati-geodéziai pontok szama
(és mindegyikik Laplace-pont, azaz mindegyikikdn mértek szintfellileti szélességet,
hosszusagot és azimutot is).

A tisztatagok | vektoranak elemeit a mért szintfellleti és a szamitott el6zetes ellipszo-
idi féldrajzi koordinatak, valamint azimutok kiilénbsége adja.

Az A egyltthatomatrix elemeit a ¢, A ellipszoidi foldrajzi szélesség és hosszusag,
valamint az a ellipszoidi azimut kiszamitasara szolgal6 figgvényeknek az 5 kiindul6
mennyiség szerinti parcialis elsd differencialnanyadosai adjak az i.-ik mérési ered-
mény helyén, negativ eléjellel. (It jegyezzik meg, hogy ebben a szadmitasi eljaras-
ban sem a szintfellleti féldrajzi koordinatakhoz és azimutokhoz, sem pedig a halézati
sz6g- és tavolsagmeérésekhez nem rendelink valtozast, azaz ezeket gyakorlatilag
hibatlannak tekintjik.)

Az ismeretlenek
g ]
da,
X=|do, (323.3)
da
de®

vektora az 5 kiindul6 adat kis valtozasait tartalmazza, melyekkel a kiindulé adatok
el6zetesen felvett értékét meg kell valtoztatni ahhoz, hogy az ellipszoid a mérési he-
lyeken a geoidhoz a legjobban simuljon.

Az ismeretlen vektor elemeit a (323.1) szerinti, legfeljebb 3n szamu javitasi egyenlet-
bdl a

3 (£ 2+ 72)=min. (331.4)



feltétel mellett az
x =— (A*A)" A%l (331.5)
alakbdl szamithatjuk, ha a javitasi egyenletek szama nagyobb 5-nél.

Az ismeretlen vektor elemeinek kiszamitasa utan végeredményként kapjuk egyrészt
annak az ellipszoidnak az

a=(a)+da és &= (e’)+de® (323.6)

jellemzdit, amelynek a fellileti normalisai Ugy illeszkednek a mérési helyeken a geoidi
normalisok kdz€, hogy az altaluk bezart maradék szdgek (a figgévonal-elhajlasok)
négyzetésszege minimumot adjon, azaz a két felllet egymashoz legjobban simuljon.

A végeredmények masik csoportja a halézat P kivalasztott pontjanak a (323.6) ada-
tokkal jellemzett simuldé méretl és alaku ellipszoidra vonatkoz6

or= (1) +dp; és  Ay= (A1) + diq (323.7)

végleges ellipszoidi koordinatait, valamint az ebbél a pontbdl kiindul6 kivalasztott ha-
|6zati oldal

o1 = (a1) + 0'0(1 (3238)
végleges ellipszoidi azimutjat adja.

Ez utdbbi eredmények a kapott (323.6) méretli és alaku ellipszoidnak a geoidhoz
viszonyitott simuld elhelyezését és tajekozasat [42.] adjak meg.

Ez a szamitasi eljaras hallgatdlagosan feltételezi azt, hogy a halézat kivalasztott P4
pontjaban a geoid és az ellipszoid egymashoz viszonyitott meréleges tavolsaga N; =
0, és mivel ehhez véaltozast sem rendel (dN; = 0), a simuld elhelyezés utan is az ma-
rad. Geometriailag ez azt a kétbéttséget jelenti, hogy a (323.6) méretl és alaku ellip-
szoidot a simul6 helyzet elérése érdekében csak a feliilet iranyaban (két dimenzio-
ban) mozgathatjuk (tolhatjuk el) agy, hogy minden helyzetében a P; pont geoidi meg-
feleléjén atmenjen. Ezért ezt a megoldast két dimenzids fliggbvonal-elhajlas kiegyen-
litésnek is nevezik. Erre utal a cimben szerepld ,transzlativ’ jelz6 is (transzlacio =
eltolas).

323.2. A Vening Meinesz-féle (projektiv) figgévonal-elhajlas kiegyenlités

Az el6bbi megoldasnal tékéletesebb simuld helyzetet érhetlink el, ha eggyel tébb
szabadsagfokot megengedve, az ellipszoidnak a geoidhoz viszonyitott harom dimen-
zibs mozgatasat tesszik lehetévé. A harmadik irdny ez esetben az ellipszoid fellleté-
re merdleges. llyen iranyl mozgatas azzal érhet6é el matematikailag, hogy a kezdet-
ben felvett elézetes (N;) geoid-ellipszoid tavolsagnak (ami nulla is lehet) simul6 hely-
zet elérése érdekében dN; valtozasat engedjik meg, és ezt is felvesszik a kiszami-
tandd ismeretlenek kdzé. lly médon az ismeretlenek x vektora a (323.3)-hoz viszo-
nyitva, bévil a dN; hatodik sorral.

Mivel a geoid-ellipszoid tdvolsagok valtozasa az ellipszoidi féldrajzi koordinatak és az
azimut értékét (és vellk egyitt a figgévonal-elhajlas 6sszetevdket) is befolyasolja,
ezért az A egyutthatd matrix is bévil az ellipszoidi szélesség, hosszusag é€s azimut
flggvénynek N szerinti parcidlis differencialhanyadosaibdl allé hatodik oszloppal.

Végeredményként itt is megkapjuk a simul6 ellipszoid méretét és alakjat, tovabba a
simul6 helyzetben az ellipszoidnak és a geoidnak egymashoz viszonyitott elhelyezé-



sét megadd ¢y, 41 és N; = (N;) + dN; értékharmast, valamint az ellipszoid tajékoza-
sat jellemzé kiindulé azimutot.

323.3. A felliletek modszerének eredményei

A fellletek modszerét eredményesen alkalmazta Hayford (1909-1912) az Eszak-
Amerikai Egyesult Allamok terlletén létesitett csillagaszati-geodéziai halézat ered-
ményeinek alapjan simul6 ellipszoid meghatarozasara.

Szandéka az volt, hogy ellipszoidja az egész Fold alakjat jol képviselje. igy, ennek érdekében a mérés
utjan levezetett figgévonal-elhajlasokat izosztatikus javitassal latta el. (Az izosztézia elvével a Geofi-
zika tantargyban ismerkedtek meg.) Ez azt jelenti, hogy a mérési pontokra kiszamitotta a lathat6 és az
izosztazia modellje alapjan 6ket kiegyenlité tdmegek altal okozott fliggévonal-elhajlas értékeket, és ez
utébbiakat a mért értékekbdl levonta. Feltételezése szerint az igy megmaradd (izosztatikusan javitott)

figg6vonal-elhajlasok mar mentesek a helyi hatasoktdl, és az egész Fold tomegeloszlasat tlkrozik.
lgy, az ezekkel szamitott simul6 ellipszoid altalanosan jél hasznalhat6 lesz.

Eredményként
a=6378388m,
f=1/297

fél nagytengely hosszusagot és lapultsagot kapott, A velik jellemzett ellipszoidot a
Nemzetkdzi Geodéziai Szovetség (IAG) 1924-ben ,Nemzetkézi ellipszoid” néven el-
fogadta, és a tagorszagoknak hasznalatra ajanlotta. Szamos orszag még ma is vo-
natkoztatasi ellipszoidként hasznalja.

Mai ismereteink szerint azonban Hayford feltételezése az izosztatikus javitas hatasat
illetéen nem valtotta be a hozza flizétt reményt, mert mind a méret, mind a lapultsag
kissé nagynak sikertilt.

Ugyancsak a fellletek modszerének alkalmazasaval vezette le Kraszovszkij (1942)
ellipszoidjanak jellemzdit az akkori Szovjetunid, Europa és az Eszak-Amerikai Egye-
sult Allamok csillagaszati-geodéziai halézatara tamaszkodva. Eredményként

a=6378245m,
f=1/298,3

ellipszoidi jellemzéket kapott. Ezt az ellipszoidot vezették be a Szovjetuni6 és a 2.
vilaghabora utani an. eurdpai szocialista orszagok (k6zoéttik Magyarorszag) kézos
nemzetkdzi vonatkoztatasi fellletként. Mai ismereteink szerint ennek fél nagytenge-
lye még mindig mintegy 100 m-rel hosszabb lett, mig a lapultsaga mar gyakorlatilag
megegyezik a mas modszerekkel meghatarozott késdébbi lapultsag értekekkel.

Végeredményben a felliletek mddszere is helyi simuld ellipszoidokat szolgaltat, ame-
lyek a simulas feltételét a meghatarozasukhoz hasznalt csillagaszati-geodéziai halo-
zat tertiletén eléqitik ki. A fokméréshez viszonyitva mégis fejlettebb modszer, mert az
ellipszoid simitasat a geoidhoz nem csak ivdarabok, hanem felliletdarabok mentén
végezzik el. (Kuldénleges esetként azonban magaba foglalja a fokmérést is, amikor a
fellletdarab vonaldarabba szikil 6ssze.) Az egész Fold geoidjahoz simulé ellipszoid
méretét és alakjat azonban igy sem lehet meghatarozni, hiszen a féldfelszinnek csak
alig tébb mint 4 része szarazfdld, ahol a szikséges méréseket elvileg el tudjuk vé-
gezni. (Amint a tapasztalat mutatja, ezen még a flggévonal-elhajlasok izosztatikus
javitasa sem segit kell6 mértékben.)



Az egész geoidhoz simulo ellipszoid jellemzdit tehat az eddig megismert geometriai
maodszerek egyikével sem lehet meghatarozni. Mivel a gyakorlat szamara erre mégis
szUkség van, kifejlédtek a fizikai geodézia mbddszerei is, amelyek segitségével ez a
feladat is megoldhatova valt. A tisztan geometriai és a fizikai modszerek kbzoétt at-
menetet képez az a megoldas, amely mesterséges holdak észleléseit felhasznalva,
geometriai uton hatarozza meg az egész geoidhoz simulé ellipszoid méretét és alak-
jat.

Feladatok:

- Hasonlitsuk 6ssze a fokmérésnek és a fellletek modszerének eljarasat. Miben hasonldak, és miben
kilénbdznek egymastdl?

- Irjuk fel a feliiletek modszerének szamitasaban szerepld A egydtthaté matrix elemeit mindkét féle
megoldas esetére.

- Miért nem lehet az egész F6ldhdz egyetlen simuld ellipszoidot szamitani a felliletek modszerével?

324. Az ellipszoid-méretek meghatarozasa a szatellitageodézia geometri-
ai modszerével

A mesterséges holdak geodéziai észlelésével az utdbbi évtizedekben valamennyi
foldrészre kiterjedd, 6sszefliggd vilaghaldzatok |éteslltek. Ezek lehetéséget adnak a
geoidhoz egész foldi viszonylatban j6l simuld, a geoidot j6I megkdzelitd ellipszoid a,
e’ jellemzdinek geometriai meghatarozasara.

Ismert a vilaghal6zat pontjainak szatellitageodéziai médszerrel meghatarozott r hely-
vektora, amibdl valamilyen (tetszéleges) elézetes E[(a), (¢°)] ellipszoid felvételével
szamithatdk a pont (¢), (A), (h) el6zetes ellipszoidi koordinatai. Ha a
szatellitageodéziai vilaghaldézat n szdmu pontjanak szintezéssel meghatarozzuk a
geoid (tengerszint) feletti H; magassagat is (i = 1, 2,...n), akkor a kétféle magassagi
mérészam kildnbségeként szamithatjuk az egyes pontokban a geoid és a felvett
ellipszoid (N; ) flggéleges tavolsagat. Ebben a kilénbségben H; a természetben
mért, valosagos méret, mig (h) a valasztott ellipszoid paramétereitdl fliggd (képze-
letbeli) érték.

Keressiik az ellipszoidi jellemzdknek azt a da, de’ megvaltozasat, amelyet a felvett
(a), és (€°) eldzetes értékhez hozzaadva, olyan E[(a) + (da), (€°) + de?] méretl és
alaku ellipszoidot kapunk, amely a Y N; = 0, vagy a ¥ N?> = minimum feltétellel a leg-
jobban simul a geoidhoz. Bizonyithat6, hogy mindkét feltétel ugyanarra az eredmény-
re vezet, de valasszuk az utdbbit, mert akkor a legkisebb négyzetek modszerét al-
kalmazhatjuk.

A szintezéssel is meghatarozott magassagu szatellitageodéziai vilaghaldzati pontok
mindegyikére felirhaté az

N; = (h) — H +(?j da+(a—f’2j de® (324.1)

a). Je

1

alaku ,javitasi egyenlet”. Az n szamu egyenletbdl allé6 egyenletrendszert a valasztott
minimum-feltétellel megoldva, kapjuk az ismeretlenek x vektoranak da, de” elemeit.



Végeredményként a szintezett vilaghal6ézati pontokban a geoidhoz simulé ellipszoid
jellemzéi

a=(a)+da és e°=(e) +dé’.

*

Mivel a geoid a foldi nehézségi erétér potencialjanak szintfelllete, a geoidhoz simulé
ellipszoid jellemz&inek meghatarozasara tovabbi olyan modszereink is vannak, ame-
lyek a feladat megoldasakor a nehézségi erétérrel kapcsolatos fizikai mennyiségek
mért értékeire is tdmaszkodnak. A fels6geodézianak a fizikai mennyiségek mérési
eredményeinek feldolgozasaval (hasznositasaval) foglalkozé részét fizikai geodézia-
nak nevezzik.

33. A fizikai geodézia matematikai és fizikai alapjai

A térténelmi fejlédés soran — mint lattuk — korabban a geodézidnak a geometriai
(szbg és tavolsag) jellegli eredményeket szolgaltatdé mérési miveletei alakultak ki.
Ezek azonban a vonatkoztatasi ellipszoid meghatarozasaban csak korlatozott lehe-
téségeket tudnak biztositani. Segitségikkel csak helyi simulé ellipszoidok hatarozha-
tok meg a geoidhoz. Az egész Fold elméleti alakjat kbzelitd, geocentrikus elhelye-
zésl vonatkoztatasi fellilet alakjanak és méretének meghatarozasahoz a nehézségi
erétérre vonatkozo fizikai jelleglii mérések eredményei segitenek hozza. Az alkal-
mazhaté modszerek targyalasa elétt célszerl feleleveniteni, kiegésziteni és 6ssze-
foglalni az ehhez sziikséges matematikai és fizikai alapokat.

Mivel a fizikai geodézia modszerei a nehézségi erétér mérésén és matematikai leira-
san alapulnak, elsé sorban az ehhez sziikséges kilénleges matematikai ismereteket
foglaljuk 6ssze a geodéziai hasznositashoz szikséges mélységig.

331. A gémbfliggvények geodéziai alkalmazasa

A foldi nehézségi erétér W = W(r) = W(x,y,z) potencialfiiggvényét a (141.5) alakban
allitottuk elé. Ebben a forgasi centrifugalis erétér Vrpotencialjat kifejez6 tag kiszami-
tasa a hely és a forgasi szd6gsebesség ismeretében nem okoz nehézséget. Ha azon-
ban a V vonzasi potencialt kifejez6 tagot szamszerlien is meg akarjuk hatarozni, ak-
kor a benne elbirt integralas végrehajtasa athidalhatatlan nehézségekbe (itkdzik
(nem ismerjik sem a Foéld belsd tdbmegeloszlasat, sem a Féld fizikai alakjat, ami
egyébként sem matematikai felllet). Ezért a V tdbmegvonzasi potencial leirasara al-
kalmasabb fliggvényalakot kereslink, amelybél ez ténylegesen kiszamithaté lesz.

Vizsgéalatunkat korlatozzuk a vonzé féldtémegen Kiviili térre.



A V potenciélfiggvényrél tudjuk, hogy gradiens vektora (definicié szerint) éppen a
vonzd erbhatast adja. A tdbmegvonzasi erétérrél pedig tudjuk, hogy a forrasmentes
klils6 térben divergenciaja nulla értékl. Ezzel a megfontolassal jutottunk a

, 0’V 9%V 9%V
divgrad V=AV= + + =0 331.1
v ox® oy® 097 ( )
Laplace-egyenletre, ahol
0° 9% 0°
A=52T 2To7 (331.2)

a Laplace-féle differencidloperator [131.].

Ha a V vonzéasi potencialfiggvény alakjat ismeretlennek tekintjik, akkor a (331.1)
Laplace-egyenlet a masodrendd, linearis, allandé egyitthatéju elliptikus differencial-
egyenletek osztalyaba tartozé meghatarozé egyenlet V-re, melynek megoldasaként
szamithatjuk ki a V potencialfliggvényt.

Ehhez a szamitashoz célszerliségi okokbol az r, 4 térbeli polaris, azaz mas széval
gémbi koordinatakra tériink at, és a potencialfliggvényt is a gémbi koordinatak V =
V(r) = V(r,9,4) flggvényekeént, azaz gémbfiggvény alakban keressuk.

331.1. A feliileti és a térbeli gdmbfliggvények

A célszerliségi okokbdl bevezetett r,9, 4 gémbi (térbeli polaris) koordinatakba atirva
a (831.1) Laplace-egyenletet, a

2 2 2
28‘2/ Al —a‘é av+_.12 a—‘Z:o (3311.1)
or ar 08 0¥ sin“y ¢

alaku parcialis masodrendi differencialegyenletre jutunk. Ennek megoldasaként ke-
ressuk tehata V= V(r) = V(r,& A,) potencialfliggvényt.

A véltozok szétvalasztasanak modszere szerint irjuk fel a keresett V fliggvényt a
r, 8 A) = N V(& 4) (3311.2)

alakban és helyettesitsiik ezt a (3311.1)-be. Ezzel a (3311.1) parcialis differencial-
egyenlet megoldasat kdzénséges differencialegyenletek megoldasara vezetjik visz-
sza. lgy f(n)-re Euler tipusu differencialegyenletet kapunk, amelynek egymastél linea-
risan flggetlen két megoldasa

f(n=r" és fn=rr, (3311.3)
Ezekkel pedig a keresett potencialfiiggvény a
VirdA) =1 Yy(32)
es (3311.4)

Y, (s,4)

n+1

Vz(r, 19,1) =

alakba irhat6, ahol n =0, 1, 2... nem negativ egész szamok.



A 9.4 gdbmbi koordinatak egyelére ismeretlen alakua Y fliggvényét felileti gémbfligg-
vénynek (vagy gémbfeliileti fliggvénynek) nevezik, mig a V figgvény (3311.4) alak-
janak jobb oldalan all6 fliggvényalakokat térbeli gémbfliggvénynek mondjak.

Mivel linearis differencidlegyenlet partikularis megoldasainak 6sszege is megoldas,
irhatjuk altaldanossagban, hogy

V=Srv,34) és V=Y %,6.4) (3311.5)
n=0

n=0 r

A (3311.1) Laplace-egyenlet megoldasa tehat elsé alakban a (3311.5) szerinti két
térbeli gobmbfiiggvény sor. Kbzllik a kilsé térre a jobboldali alak vonatkozik, igy a
tovabbiakban csak ezt fogjuk hasznalni.

Keressik a tovabbiakban az Y fellleti gmbflggvények alakjat.

A (3311.1) Laplace-egyenletnek, mint masodrendd differencialegyenletnek a tovabbi
megoldasa soran az

Y(8,4) = g (9)-h(A) (3311.6)

Ujabb helyettesitéssel és a valtozok szétvalasztasaval tovabbi két kzonséges diffe-
rencialegyenletre jutunk.

Ezek egyikének megoldasait
hi(A) =cos mA és hyA) =sin mA (3311.7)
alakban kapjuk.

A masik kbzdnséges differencialegyenlet Legendre tipusu egyenlet, amelynek meg-
oldasai a

9(8) = Prm(cos &) = Ppm(1) (3311.8)
n-ed foku, m-ed rendli Legendre-fliiggvények, amelyeket altalaban a
1 m/2 dn+m n
Prm() = oo (1-£) o (B-1)", (3311.9)

ahol
n=0,12,..; m=0,1.2,..n

képletbdl szamithatjuk. Itt a révidség kedvéért alkalmaztuk a cos# = t jel6lést. (Emlé-
keztetink arra, hogy 0! =1.)

A (3311.7) és a (3311.8) megoldast a (3311.6)-ba helyettesitve az n-ed foku fellileti
gémbfiiggvényekre az

Yn(A) = Pnm(cos ¥ cos mA
és (3311.10)
Yi(PA = Ppm(cos & sin mA

alakokat kapjuk.
Altalanos megoldasként ezek 8sszes linearis kombinacidjanak dsszege



Y($9,4) =D [Com Pnm(COS®) COS MA + Spm Prm(cosd) sin mi],  (3311.11)

m=0
ahol ¢, m és snmtetszéleges allandok.

Behelyettesitve az n-ed foku fellleti gémbfliggvények (3311.11) altalanos alakjat a
(3311.5)-be, kapjuk a V potencialfiiggvényt térbeli gémbfiiggvénysor alakban a
(3311.1) Laplace-egyenlet altaldnos megoldasaként a kuilsé térre:

o

V(r,,2) =Z

n=0 m=0

Pnm(cos?) cos mA + Spm Pnm(cosd) sin mA]. (3311.12)

Tetszbleges testnek, igy a Fold tdmegének is a vonzasi potencialfliggvénye felirhaté
a (3311.12) térbeli gémbfliggvénysor (térbeli Fourier-, vagy Laplace-Fourier-sor)
alakjaban a ¢, m €s s, m egyutthaték megfelelé megvalasztasaval.

Miel6tt azonban erre ratérnénk, réviden dsszefoglaljuk még az ebben szerepld fell-
leti gdémbfliggvények fontosabb tulajdonsagait.

A (3311.10) szerint értelmezett fellileti gdmbfliggvényekben szereplé n-ed fokl és m-
ed rendl Legendre fuggvényeket a (3311.9) képletbél szamithatjuk. Két csoportjukat
kulonboztetjik meg.

A Legendre-polinomok, az m = 0 rendl Legendre-figgvények, amelyek (ismét a ro-
vidség kedvéért a cos = tjelbléssel) a

1 d"
2"n! dt"

Pt = (f —1)" (3311.13)

Rodrigues-képlettel allithatok eld.

A szemléletesség kedvéért helyettesitsiik a ¢ gdmbi pbélustavolsagot a geodéziaban
hasznalatosabb = 90°-¢ gémbi szélességgel; ekkor cos ¢ helyett siny~t kell irnunk,
és a tovabbiakban ennek a P,(siny) Legendre-polinomjainak a tulajdonsagait foglal-
juk Gssze.

Ezek és — mivel m = 0 esetben cos mA =1 és sin mA = 0 — a vellk alkotott (3311.10)
alaku fellleti gémbfliggvények siny-nek n-ed foku polinomjai. Ennek megfeleléen a
—n/2 < < +m/2 tartomanyban n darab valodi nullahelyik (el6jelvaltasuk) van. A flgg-
vényértékek -1 < P, = Y, < +1 értékhatarok k6zé esnek, és mivel a 4 sz6gtdl fligget-
lenek, az egységgémb felszinén csak a geocentrikus szélességtél fliggd eloszlast
mutatnak. A nullahelyek + és — el6jell dvekre (zéndkra) osztjdk az egységgdémb fel-
szinét. Innen szadrmazik a zonalis gémbfiggvenyek elnevezésik. A paros foku zona-
lis gbmbflggvények siny~nek csak a paros, a paratlan fokszamuak csak a paratlan
hatvanyaibdl allé polinomok, igy ennek megfeleléen paros ill. paratlan figgvények,
amelyek a = 0 gdmbi egyenlitére szimmetrias, illetve aszimmetrias eloszlast mu-
tatnak.

A hozzarendelt (asszocialt) Legendre-fliggvények képezik a (3311.9) Legendre-
flggvények masik csoportjat, ha m # 0 értéektl. Ezek vagy a (3311.9) altalanos kép-
letbdl, vagy a P,(f) n-ed foku Legendre-polinomhoz a

m
m/2 d

at™

Pom(t) = (1 - ) P(£ —1)" (3311.14)



Osszefliggéssel, a Legendre-polinom m-ed rendl differencidlasaval szamithatdk.
Ezek (n-m)-ed foku polinomok, amelyeknek ugyanennyi valés nullahelyik (eléjelval-
tasuk) van a -1 < t< +1 azaz a -n/2 < y< + w/2 tartomanyban.

A vellk alkotott (3311.10) alaku fellleti gémbfliggvények a A szbget is tartalmazzak.
Ennek megfeleléen tovabbi 2m darab nullahelylk is van a 0 £ 4 < 2n tartomanyban.
Ezek a fellleti gdmbflggvények tehat a nullahelyeknek megfelel6 y = alland6 és 4 =
allandé vonalakkal hatarolt + és — el6jell fuggvényértékekkel jellemzett gdmbi négy-
szbgekre (tesszerakra) osztjak az egységgdmb felliletét. Innen szarmazik a
tesszeralis gdmbfiiggvények elnevezésik.

Kildnleges eset, ha n = m, amikoris a hozzarendelt Legendre-fliggvényeknek és igy
a vellk alkotott fellleti gdmbflggvényeknek nincs nullahelyik a —n/2 <y < +n/2 tar-
tomanyban. Ez esetben csak a 0 < A < 2w tartomanyban kapott 2m szamu nullahelyet
adé A = éallandé vonalak osztjak + és — el6jelt fuggvényértékekkel jellemzett gdmbi
kétszdgekre (szektorokra) az egységgdmb felszinét. Ezért ezeket a fellleti gémb-
flggvényeket szektorialis gébmbfiiggvényeknek nevezik.

A gbmbfliggvények szemléletes abrazolasa talalhaté a koévetkezé cimen:
http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/potato/Tutorial.html .

Feladatok:

- Szamitsuk ki siny n-ed foku Legendre-polinomjat és n-ed foku, m-ed rendl hozzarendelt Legendre-
flggvényét az els6 néhany n értékre.

- Irjuk fel ezekkel a megfeleld feliileti gdmbfliggvényeket. Abrazoljuk a zondlis, a tesszerdlis és a
szektorialis gdmbfliggvények elbjel szerinti eloszlasat n < 3 esetre.

- Abrazoljuk a Px(siny) és a Ps(siny) zonalis gdmbfliggvény értékek eloszlasat az egységgdmbon.

331.2. A foldi tomegvonzas potencialfiggvénye gémbfliggvény alakban

A gdémbi koordinatakban felirt (3311.1) Laplace-egyenletnek, mint parcialis masod-
rend( differencidlegyenletnek altalanos megoldasaként a (3311.5), illetve a fellleti
gbmbflggvények  részletesebb  kifejtésével a  (3311.12) alaku  térbeli
gbmbflggvénysort kaptuk. Ez tehat tartalmazza mindazon W(r, 9, 1) fliggvényalakokat,
amelyek a Laplace-egyenletet kielégitik. Egyes konkrét fliggvényalakokra az egyel6-
re tetszéleges ¢, m€s snm egyltthatok megfelel6 megvalasztasaval juthatunk.

A geodéziai szemléletesség kedvéért hasznaljuk ismét a = 90°-¢ gdmbi koordina-
tat (ennek megfeleléen cos# helyett siny-t kell irnunk) és vezessik be a

Cn,m 7 _ Sn,m
Cn’m= kMa” es Snm— kMa” (33121)

jeldlést, valamint emeljik ki a fellleti gdmbflggvények kbézbs P, (siny) tényezbijét.
lly médon a (3311.12) a

= kMa" &
V=>" e > [ComCOS MA + Spmsin mA] Pom(siny)  (3312.2)
n=0

r n+1

m=0

altalanos alakba irhato.



Mivel a tdbmegvonzas potencidlfiggvénye a forrasmentes kiilsé térben (1. feltétel!)
kielégiti a Laplace-egyenletet, ez az altalanos alak a tdémegvonzas potencialfliggvé-
nyét is tartalmazza.

Tetszbleges test, igy a foldtbmeg vonzasi potencialfliggvényére akkor jutunk, ha a
(3312.2) altalanos alakban szerepl6 egytitthatdkat a kovetkezdk szerint értelmezzik:

(n-m)! 1

Com=2 ry Pnm(sin cos mAy dM, (3312.3a
nm (n N m) | Ma" ,:E)[d M n,m( WM) M ( )
(h-m)! 1 . .

Sim=2 ry Pnm(sin sin mAy dM, 3312.3b
nm (n N m) | Ma" ,:E)[d M n,m( WM) M ( )

illetve m = 0 esetben
Cn = 2pr j rl P, (sinym) dM, (3312.4)

Fold

ahol (v, wm, Am) a FOId tetszéleges dM = rf cosyy dry dwin dAy tdmegelemének a

gbébmbi koordinatai, ¢ = ¥y, wm, Am) most a sirliség, M a Fold éssztémege és a a
Foldet képviseld ellipszoid egyenlitéi félatmérégje.

A gbmbflggvénysor alakjdban felirt tdmegvonzasi potencialfiiggvény egyutthatdinak
kiszamitasara szolgal6 (3312.3) és (3312.4) dsszefliggéseket megnézve, elsé tekin-
tetre ugy tlnik, hogy ezek résziinkre szamszerlen éppen annyira nem hasznalhatok,
mint a potencialfiiggvény (132.3) alakja. Ugyanis itt is szlikséges lenne a Foéld siri-
ségeloszlasanak és alakjanak ismerete az integralok kiszamitasahoz. Miel6tt azon-
ban ebben a kérdésben véglegesen allast foglalnank, nézzik meg a
gbmbfliggvénysor széban lévé értelmezés szerinti egyltthatéinak fizikai tartalmat
legalabb az elsé néhany n érték esetére.

Szamitsuk ki a (3312.3) és (3312.4)-ben elbirt integralokban szereplé térbeli gémb-
fliggvényeket n = 0, 1, 2 esetre és a szemléletesség érdekében most helyettesitsik
vissza ezekbe a tdmegelem (xu, yum, Zm) derékszdgl koordinatait.

Figyelembe vesszik, hogy

j dM =M (3312.5)
Fold
a Fold dssztémege,
1 1
— | xmdM=xo, — | ymdM =y,
M Fz)[d M FE'!-Id
1
7 j zvdM = z, (3312.6)

Fold

a Foéld témegkdzéppontjanak koordinatai,

j (y/?/l"'zf/l) dM = IXX=A,

Fold

j (Z,+Xx%)dM=lyy = B (3312.7)

Fold



[ (xh+yh)aM=1,=C

Fold
a Foldnek az x, az y és a z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi (inercia) nyomatékali,
melyeket a geodéziaban szokasos modon rendre az A, a B és a C betlvel jeldlink,
tovabba, hogy

[ xwymdM =1y =D,

Fold

j ymzm dM =1, (3312.8)

Fold

[ xwzudM =1,
Foéld

a Foéldnek az (x,y), az (y,2) és az (x,2) tengelyparra vonatkozd centrifugalis masod-
rend(i nyomatékai.

A koordinata-rendszeriinket ugy vesszik fel, hogy kezddpontja (origoja) a Fold t6-
megkdzéppontjaval (2. feltétel!), z tengelye pedig a Fdéldnek azzal a tehetetlenségi
féiranyaval (fétengelyével) egybeessék, amelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka
a legnagyobb (3. feltétell). Ekkor a Fold témegkdzéppontjanak koordinatai és a z
tengellyel (mint tehetetlenségi féirannyal) kapcsolatos centrifugalis masodrendi
nyomatékai nulla értékiek.

Mindezek figyelembe vételével kapjuk az egyltthatok elsé néhany értékére, hogy

Coo=1,
Cio=C11=C21=8511=521=0, (3312.9)
tovabba
Cz0= A/;aZ(A;B_Cj’ (3312.10)
Cos=——— (B—A) és Spp=—1_D. (3312.11)
4Ma 2Ma

Lathaté, hogy a masodfoku tagok nullatél kilénbdzé egyltthatéi a Féld masodrendi
(tehetetlenségi és centrifugélis) nyomatékait tartalmazzak, amelyek a Féld éssztéme-
géenek Kilsé mechanikai hatasait tlikrézik. Hasonl6o a helyzet a tébbi egyltthatokkal
is.

Itt jegyezzik meg, hogy a masodfoku, nulladrendl egyutthaté a sarki lapultsaggal
aranyos, mig a masodfokiu masodrendi egyutthaté az egyenlitdi lapultsagra jellem-
z6.

Szokésos jeldlési mod (féként a szatellitageodézidban) a

Jn’m = - Cn’m ........ éS ........ Kn,m = — Sn,m . (331 2.1 2)
Ezzel a nullatél kilénbdz6 masodrendl egyltthatok:
C_A+B
Jp= ——2 (3312.13)



A-B és Koo = — D
AMa? 2277 oMa? -

Jop = (3312.14)
Szokasos végul a nulladrendi tagok egyudtthatéira a J, és az m > 0 rendl tagok
egyutthatéira a C,més S, m jeldlést egylttesen alkalmazni.

A nulla értékl tagok elhagyasaval, valamint az m = 0 (nulladrend(i) és az m > 0 ren-
di tagok kilén csoportositasaval kapjuk végeredményben a Féld vonzasi potencial-
fliggvényéet gdmbfliggvénysor alakjaban:

kM

== {1—2[?) J. P (siny)+ 22,7:( j (C,,,mcosm/1+8,,,msinmﬂ)Pn,m(sim//)}.

n=2

(3312.15)
Szokéasos még ugyanezt a gémbfliggvénysort a

V=#{ ;[ j J. P, (siny)+ ;;[ j (C,,,mcosm/1+§n,msinm/1)13,,,m(sim//)}

(3312.16)
normalizalt alakban is felirni, ahol

_ J . En,m _ (n+ m)' Cn,m
o= J2n+1 es {§ } B \/2(2n+1)(n—m)! {Sn,m} (3312.17)

n,m

a normalizalt gémbfliggvény egyultthatok, tovabba

P.(sin y) = 2n+1 Py(siny) és P, (sin y) = |22 W0-ml p siny) (3312.18)

(n+m)
a normalizalt Legendre-fliiggveények.

A foldi nehézségi erdtér potencialfiiggvényét pedig ugy kapjuk, ha a tbmegvonzasi
potencialhoz hozzaadjuk a forgasbol szarmazé (centrifugalis) erétér potencialjat:

’
W=Wry 2)=Vry, /1)+Ew21200321//. (3312. 19)

Ennek gradiense pedig megadja a nehézségi térerésség

w

ar
g=gradW= %—Ml/// (3312. 20)
1w

| rcosy 94 |

vektorat.

A (3312.15) vagy (3312.16) tdmegvonzasi potencialfliggvény elsé tagja pontszerd,
vagy gémbszimmetrias témegeloszlasu, gdmb alaku M f6ldtdmeg kdzpontos (centra-
lis) eloszlasu vonzasi potencialjat fejezi ki. A nulladrendl tagok sora a Féld vonzasi
potencialjanak forgasszimmetrias eloszlasu eltéréseit mutatjak az elébbiekhez viszo-



nyitva, mig az 1 < m < n -ed rend(i (m # 0) tagok a féldi tbmegvonzasnak a hosszu-
sagtol is fliggd (altalanos eloszlasu) eltéréseit fejezik ki a gdmb- és forgasszimmetri-
as eloszlastol.

A potencialfiiggvény gémbfliggvénysor alakja egyrészt azért elébnyés a szamunkra,
mert ezzel j6l szétvalaszthatok a potencial gémbszimmetrias, forgasi szimmetrias és
altalanos eloszlasu részei. De ennél is fontosabb masik elény az, amit egyes gémb-
flggvény egyltthatdk kiszamitasakor lattunk, nevezetesen az, hogy ezek az egész
Féld kiils6 mechanikai hatasait tikrézik, és igy ezek az ilyen hatadsokat tartalmazé
mérések eredményeibdl, a Fold belsé témegeloszlasanak (slirliségeloszlasanak)
ismerete nélkil is szamszerlien meghatarozhatok. Ennek médszerével késébb fo-
gunk megismerkedni.

Feladatok:
- GylijtsUk dssze a vonzési potencialfiggvény (3312.15) alakjanak érvényességi feltételeit!

- [rjuk fel forgasszimmetrids erétér vonzasi potencialfiiggvényét gémbfiiggvénysor alakjaban.

kozelitéssel.

- [rjuk fel a nehézségi térerésség gdmbfiiggvénysorat a g =

- Bizonyitsuk, hogy az n = 0, 1. és 2. fokd gdmbflggvény egyitthatok valdban a (3312.9), (3312.10)
és (3312.11) értéket veszik fel.

332. A szintszferoidok

332.1. A szintszferoidok alapodsszefiiggései

A nehézségi erétér potencialfliggvényét tetszéleges allanddkkal egyenlévé téve, kap-
tuk az erétér potencialjanak

W = W(r) = alland6

egyenlettel leirhaté szintfellileteit. A W potenciélfiiggvénybe a vonzasi potencial
(3312.15) gdombfliggvénysorat irva a fliggvény pontos értékére és a szintfelllletek
valédi alakjara akkor jutunk, ha az 6sszegezést n = « tagszamig végezzik el.

Ha azonban a potencialfiggvény gémbfliggvénysora tagjainak dsszegezését vala-
mely n = k < = , véges szamnal abbahagyjuk (azaz a tovabbi, n > k-ad foklu tagokat
nulla értéklinek tekintjik, vagy elhanyagoljuk), akkor a potencialfiiggvény pontos ér-
téke (a valddi potencial) helyett ennek k. foku kdzelitését kapjuk. Az igy nyert k. foku
kézelitdé potencialfiggvényt a normal potencial figgvényének nevezzik, és megki-
l6nbdztetéstl Uk = Uk(r) - rel jeldljak.

A normalpotencial fliggvényét kiulonbdzd allandokkal egyenlévé téve a normalpoten-
cial szintfelileteinek, vagy mas néven a k. foku szintszferoidoknak az

Uk = Uk(r) = élland6
egyenletére jutunk.



(A szintszferoidok elnevezés gyijt6fogalom, amelybe beleértendd a szintszferoidok oo
serege, ugyanis végtelen sok k értékkel végtelen sokféle foki normal potencialfiigg-
vény irhaté fel, és ezek mindegyike végtelen sokféle allandéval egyenlévé tehetd.)

A szintszferoidok potencial- (vagy munka-) fellletek, és ilyen értelemben valamely k.
foku szintszferoidok alkalmasak arra, hogy a valodi szintfellletek kdzelité fellleteként
tekintsik 6ket. A Fold elméleti alakjanak, a geoidnak a kézelitdéjét normalszferoidnak
vagy féldi szferoidnak nevezzuk.

A normalpotencial fliggvényéhez is tartozik valamilyen erétér, amely erétérnek a po-
tencialjat irja le. Ezt a képzeletbeli eréteret nevezzik normal nehézségi erétérnek. Ez
annal kézelebb all a Fold valosagos nehézségi éréteréhez, minél kevesebb tagot
hagytunk el a végtelen gémbfliggvénysorbdl.

A normal nehézségi térer6sseg vy vektorat a normalpotencial
vy =grad Uy
gradienseként értelmezzik.

A késb6bbi gyakorlati felhasznalas érdekében altalaban arra téreksziink, hogy a nor-
malpotencidl eloszlasa, és ezzel a szintszferoidok alakja, lehetéleg egyszerl déssze-
flggésekkel legyen leirhatd, ezért eleve elhagyjuk a gdmbfliggvénysornak a A hosz-
szusagtodl is fuggd, m > 0 rendl (tesszerdlis) tagjait és a megmaradd forgasszimmet-
rids eloszlasu, m = 0 rendi zonalis tagok kdzll is csak a paros fokszamu tagokra
korlatozédunk, amelyek w~nek paros flggvényei. Az igy megmaradd
gbmbflggvénysor altal leirt normal potencialfiggvény és ennek szintfellletei (a
szintszferoidok) forgasi és egyenlitéi szimmetriat mutatnak.

A gyakorlatban ennek a gémbfliggvénysornak is csak az elsé egy néhany tagjara
korlatozddunk.

A legegyszerlibb eset a k = 0 értékhez tartozd kézpontos (centralis) erétér lenne, de
ez még tul durva kozelités a foldi szintfelliletek alakjara, ezért a gyakorlatban elfoga-
dott legegyszeriibb esetben k = 2-ig 6sszegezzilk a sor tagjait. Igy jutunk a Clairaut
altal levezetett, és rola elnevezett Clairaut-féle szintszferoidra. Ennek

K
Cor

U {1—(%} J, P, (sin w)}% o Pcos’y=dllandod  (3321.1)

egyenletében az U normalpotencial fiiggvénynek a 0. és a 2. foku gdmbfliggvény
tagja szerepel.

Jé kozelitéssel, ennek r szerinti parcialis differencidlhdnyadosa abszolut értékeként
kapjuk meg az U, potencialfiggvenyhez tartozé elképzelt, norméal nehézségi erétér
térer6sségét, ugyancsak gdmbfliggvénysor alakjaban

2
yz‘auz :@{1-3@) J, P,(siny)| — P r cos?y.  (3321.2)

or r

Ha y= 0°és r = g, illetve v = 90° és r = b = a(1-f) helyettesitéssel kifejezzik a
(83321.1)-bél az U normalpotencial és a (3321.2)-bdl a 7 és y normal nehézségi tér-
er6sség értékét a Fold elméleti alakjat (a geoidot) helyettesité normalszferoid felszi-
nén az egyenlitén és a sarkokon, akkor 4 &sszefliggésre jutunk, amelyben a normal
nehézségi erbteret meghataroz6 ésszesen 8 mennyiség



U %, %, kM, J, a, fés o)
szerepel.
Fejezzik ki az els6 harom egyenletbdl kM-et, U-t s Jo-t, és irjuk be ezek kifejezését
a negyedikbe, amit végul oldjunk meg fre. Igy az
_5w’a Y, 7.
279, 7

nevezetes alakra, a szintszferoidok Clairaut-féle §sszefliggésére jutunk. Ennek jelen-
tésége abban van, hogy lehetéséget nyujt a Fold elméleti alakjat helyettesité
szintszferoid f geometriai lapultsaganak meghatarozasara az w forgasi szdgsebes-
ség és a szferoid a egyenlitéi félatmérdjének ismeretében a normal nehézségi tér-
erdsség x sarki és x egyenlitdi értéke, vagyis fizikai jellegli mennyiségek alapjan.

f

(3321.3)

A (3321.3) jobb oldali elsé tagjaban az egyenlitdi centrifugalis és nehézségi térerés-
ség aranyat szokas m-mel és a masodik tagot pedig S-val jel6lni. Ez utébbit nehéz-
Ségi lapultsagnak is nevezzlk. It jegyezzik meg, hogy hasznaljuk még a potencial
gdmbflggvénysora 2.-fokd, nullarendd

C-A
Jo = YE (3321.4)
egyUtthatbjara a sztatikai lapultsag és tehetetlenségi nyomatékok
C-A
_— 3321.5
C ( )

aranyszamara a dinamikai lapultsag elnevezéseket is.

Felhasznalasukkal a szintszferoidok néhany 6sszefliggése (az f geometriai lapultsag
107 nagysagrendjéig, a w=p kdzelitéssel):

a normal nehézségi térer6sség a ¢ fbldrajzi szélesség fliggvényében

=% (1 + Bsinfp+ ...), (3321.6)
ahol a nehézségi lapultsag
p=loVe _ 3, Loms .. (3321.7)
Ve 2
a szferoidi helyvektor hossza
r=al - fsinp+...), (3321.8)
ahol
f28b 3, ., m,. (3321.9)
a 2 2

a szintszferoid geometriai lapultsdga. Végul a szferoidokra felirhaté harom alapész-
szefliggés a hét meghatarozé mennyiség kdzott:



_5w*a V=Y _5

f= =—m+ [,

2 7, Ye 2 "h
kM = % & (1—f+gm+...), (3321. 10)
U=M (1 + 73+ m3+...).

a

Lathat6é tehat, hogy a szintszferoid (a normal nehézségi erétér) hét meghatarozé
mennyiségébdl elegendb négynek az ismerete, a tébbi harom a (3321.10) alap 6sz-
szefliggésekbdl mar kiszamithato.

Ha a vonzasi potencial (3312.15) gémbfliggvénysora tagjainak 6sszegezését k = 4-ig
végezzik el, és az igy kapott fliggvényalakot irjuk a nehézségi erétér potencialjanak
(3312.19) kifejezésébe, akkor az

Uy = @{1 —GT J, P,(sin W)—GY J, P, (sin w)} +

+ % o P cos®y = &llandod (3321.11)

egyenlettel jellemzett Helmert-féle szintszferoidok seregére jutunk. Ez esetben
minden dsszefiiggésiink tovabbi 2, azaz 10 nagysagrendii tagokkal bévill. igy pél-
daul a normal nehézségi térer6sség

=% (1 + Bsinfp+ Bisin®2¢+ ..), (3321.12)
ahol
1 5
=—f2->fm. 3321.13
B 8 3 ( )

A Helmert-féle szintszferoidok Gsszefliggéseiben 13 meghataroz6 mennyiség szere-
pel, és kdzottik 8 6sszefliggést lehet felirni. Igy 5 kiinduld mennyiség ismeretében a
tébbi mar szamithaté.

A szintszferoidokat alkalmazni fogjuk a Foéld alakjat j6I megkdzelité méretl és alaku
geodéziai alapfelllet fizikai Uton végzendd meghatarozasahoz. Ennek részleteivel
kés6bben fogunk foglalkozni.

Feladatok:
- Gylijtslk 6ssze az eddig megismert lapultsagfogalmakat!

- Szamitsuk ki annak a Clairaut-féle szintszferoidnak a geometriai lapultsagat és potencialértékét,
amelynek egyenlitéi félatméréje megegyezik a Kraszovszkij-féle ellipszoid fél nagytengely hosszu-
sagaval, ha

®=0,72921151-10%*s™",
B =0,005 302 és 7% = 9,780 30 J/Kg.



332.2 A szintszferoidok egyes tovabbi 6sszefiiggései

A szintszferoidok a normalpotencial szintfellletei, tehat munkafellletek, amelyeknek
egymashoz viszonyitott potencialkilénbsége allandd a fellilet egész kiterjedésében.
Ez azt jelenti, hogy barhol helyeziink at valamely (pl. egységnyi) témeget az U; po-
tencidlértékl szintszferoidrdl az U szintszferoidra, azonos munkavégzés térténik. A
szintszferoid mentén azonban a normal nehézségi térerésség valtozik (az egyenlit6-
tél a sarkok felé folyamatosan ndvekszik), amit pl. a normal nehézségi térerésség
(3321.6) alaku képletével lehet kifejezni. Kdvetkezésképpen az U; és az U, potenci-
alértékl szintszferoidok tavolsaga is, a nehézségi térerésség valtozasaval forditott
aranyban valtozik.

A szintszferoidok tavolsdaganak meqgvaltozasa a

sin® ¢, —sin’ ¢,
1+ B sin® g,

Osszefliggésbdl szamithato. (A kdzelitd alak csak kis Ag szélességkuldnbségekre
érvényes!)

h1—h2 = h1 ,B = h1 ﬁSiﬂZQ)Aq) (33221)

A nehézségi térer6sségnek az egyenlitd és a sarkok kdzbtti valtozdsa kévetkeztében
a szintszferoidok kdz6tti tavolsag tehat nem allandd, a szintszferoidok a sarkok felé
O6sszehajlanak. Ennek megfeleléen a normal nehézségi erétér erévonalai (fliggbvo-
nalai), amelyek a szintszferoidokra mindenhol merélegesen haladnak, az egyenlité
fel6l nézve domboru (konvex) gorbék. Ha a féldrajzi szélesség fogalmat a
szintszferoiddal kapcsolatban is a fellleti normalisnak a f6ldi koordinata-rendszer Z
tengelyére merdleges sikkal bezart sz6geként értelmezzik, akkor az er6vonalak
(figgbvonalak) gorblltsége azt okozza, hogy az azonos fliggévonalon, de kilénb6zé
magassagban fekvd szferoidi pontok féldrajzi szélessége kis mértékben kiilénb6z6.
Mas széval a féldrajzi szélesséq valtozik a magassdggal.

Ezt a véaltozast kiszamithatjuk, ha felirjuk a szintszferoidok tavolsaganak h,—h. meg-

valtozasat a fellilet mentén valamely kis s tavolsagon és képezzik (hi—ho)/s aranyu-
kat. Ebbdl

AQ” =0,171” Hsin2¢, (3322.2)
ahol H a szintszferoidok egymast6l mért tavolsaga km-ben.

Ezt az dsszefliggést a foldfelszinen mért szintfellleti foldrajzi szélességeknek a
geoidra (tengerszintre) atszamitasakor hasznositjuk azzal a kdzelitéssel, hogy a va-
l6sagos nehézségi erétér figgdvonalat a normal nehézségi erétér erévonalaval he-
lyettesitjlk.

A normdl nehézséqi térer6sseq valtozasat a magassag fliggvényében a kulsé térben
a

97 _ 27 54?3086 E =—3086-10° 52 = — 3086 -10° VK9
oH R m
vagy
97 _ _0,3086 mGal/m
oH

normal fliggbleges gradiens fejezi ki, ahol
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a szintszferoid kézepes gorbulete. Ezt az 6sszefliggést a nehézségi értékeknek a

geoidra (tengerszintre) atszamitasakor hasznaljuk, és tiszta magassagi hatasnak
nevezzlk.

Feladatok:
- Szamitsuk ki az egyenlitén egymas felett 100 m-re Iév6 szintszferoidok tavolsagat a sarkokon!

- Szamitsuk ki, hogy mennyivel cs6kken a Magyarorszag déli szélén egymas felett 100 m-re haladd
szintszferoidok tavolsaga az orszag északi szélén. (Ap =2°457)

- Mennyivel valtozik a Kékestetdn mért szintfellleti féldrajzi szélesség, ha atszamitjuk a geoidra?
(H=1000 m.)

- Mennyivel valtozik a normél nehézségi térer6sség a BME kdzponti épllet magasfoldszintje és a lll.
emelet szintje kdz6tt, ugyanazon fligg6legesben? (Tekintslk az emeletmagassagot kereken 6 m-
nek.)

333. A nehézségi erétér mérése és a nehézségi rendellenességek

A geodéziai alapfelllet, a vonatkoztatasi ellipszoid meghatarozasanak eddig megis-
mert mddszerei (a fokmérés és a felliletek mddszere) a nehézségi erd iranyat (a he-
lyi flgglleges iranyt) meghataroz6 geometriai jellegl mérések eredményeire ta-
maszkodnak. A fizikai geodéziai mddszerek, ezzel szemben, a nehézségi térerésség
nagysaganak, és a nehézségi erétér gradienseinek a meghatarozasara végzett fizi-
kai jellegli mérések eredményeit hasznaljak fel.

A fizikai geodézia mddszereinek gyakorlati alkalmazasahoz igy elsé sorban sziiksé-
gunk van a féldfelszin minél tébb pontjaban mért nehézségi értékekre.

Ezeket a nemzetkdzi és orszagos nehézségi alappontokhoz csatlakozé nehézségi
alaphalézat és gravitacios részletmérések keretében végzett abszolut és relativ ne-
hézségi mérésekkel hatarozzak meg. A mért g érték mellett sziikségiink van a méré-
si hely vizszintes (ellipszoidi f6ldrajzi) koordinataira és tengerszint feletti magassaga-
ra.

Emlékeztetliink arra, hogy annak érdekében, hogy a nehézségi térerésség révidperi-
O0dusu iddbeli valtozasatél mérési eredményeinket megszabaditsuk [141.], beldlik a
mérések utan rdégtdn levonjuk az arapdly hatasat, és igy foglaljuk éket adatbazisba.
(igy valik lehetségessé ugyanazon a helyen, kilonb6z6 id6pontokban mert g értékek
Osszehasonlitasa.) Arapaly-adatokat a Nemzetkdzi Geodéziai Szévetség (IAG) Nem-
zetkézi Foldi Arapdly Kézpontjatél (International Center for Earth Tides = ICET,
http://www.astro.oma.be/ICET/) kaphatunk.

(A nehézségi mérések eszkdzeivel és mddszereivel a Geofizika, a nehézségi alapha-
|6zattal pedig a Geodéziai alaphaldzatok tantargy keretében ismerkedtek meg.)

Egyes feladatok megoldasahoz elényésen hasznosithatdk a nehézségi erétér viz-
szintes gradienseinek (a potencialfiiggvény egyes masodik derivaltjainak) meghata-



rozasara végzett mérések eredményei. Ennek hagyomanyos médszere az Ebtvos-
inga mérés, de most vannak fejlédésben az ennél gyorsabb, gazdasagosabb Uj mé-
rési médszerek. Ennek eredményeként egyes foldfelszini pontokban, helyesebben a
foldfelszin egyes darabjain meglehetésen siri (1+3 km) héldézatban kijeldlt pontok-
ban, vagy a Foéldon Kivili térségben megkapjuk a nehézségi erétér W potencialfligg-
vénye

Wyy - Wxx 3 ny, sz és Wzy
masodik derivaltjainak szamértékeét.

(A mérés eszkdzeit és mddszereit, valamint a mérési eredmények feldolgozasat a
Geofizika tantargy targyalja.)

Fels6geodéziai feladatok megoldasahoz altaldban nem magukat a meért nehézségqi
térer6sség értékeket hasznaljuk, hanem eltérésiiket valamilyen (a Foéld valésagos
nehézségi erbterét j0l kdzelitd, képzeletbeli) normal nehézségi erétérben a mérési
hely koordinatdinak megfeleld helyre kiszamitott normal nehézségi térer6sségtél.
Ezek az eltérések a Ag = g—y nehézségi rendellenességek.

(Hasonléan, mint a ®(& n) fliggbvonal-elhajlasok, vagy a N geoid-ellipszoid tavolsagok, amelyek geo-
metriai értelemben jellemzik a szintfellletnek (pl. a geoidnak) valamely ,kdzelité értékként” felfoghatd
szabalyos matematikai felllethez (ellipszoidhoz) viszonyitott eltéréseit; fizikai értelemben a Ag nehéz-
ségi rendellenességek a valdésagos szintfelllleteknek (pl. a geoidnak) — az ugyancsak ,kozelité érték-
ként” felfoghatd szabdlyos, elképzelt, norméal nehézségi erétér szintfellleteihez viszonyitott eltéréseit
mutatjak. Ez, tehat most mar a harmadik olyan mérészam, amely valédi fellletnek valamilyen képze-
letbeli, szabalyos (kdzelitd) felllethez viszonyitott helyzetét jellemzi.)

Attél figgbéen, hogy a meghatarozandé fellletiink a Fold fizikai, vagy matematikai
(elméleti) alakja, képezzik a nehézségi rendellenességet a féldfelszini, vagy geoidi
pontban, és beszélink féldfelszini, vagy geoidi nehézségi rendellenességrol.

A foldfelszini Agr nehézségi rendellenesség szamitasahoz a féldfelszinen tényle-
gesen mért (és az arapaly-hatastél megszabaditott) gp értékeket vetjik dssze vala-
milyen normalértékkel. Ennek részleteivel késébb fogunk foglalkozni [533.].

A geoidi Agr-nehézségi rendellenesség kiszamitasahoz a féldfelszini P pontunk P’
geoidi megfeleléjében kellene ismernlnk az itteni gp- nehézségi értéket. Ez a geoidi
pont azonban a szarazféldek teriletén a felszin alatt, a Féld belsejében fekszik, ahol
mérni nem tudunk. A masik athidalandé nehézség az, hogy a késébbi felhasznalas
matematikai 6sszefliiggései a Fold tdmegén kivdli, kilsé nehézségi erétérre érvénye-
sek [522.]. lgy tehat a geoid meghatarozasahoz felhasznalandé Agp- nehézségi
rendellenességeket olyan gp-értékekbdl kell szamitanunk, amelyeket a geoidon (ten-
gerszinten mérnénk, ugy, mintha felette tbmegek nem lennének (vagyis mintha a
geoid a Fold tomegének hatarol6 fellilete lenne).

A foldfelszinen mért gp értékekbdl ilyen geoidi gp-értékeket kiillénbdzd fizikai model-
lek segitségével szamolunk. Ezt a mlveletet nevezziik a nehézségi mérések tenger-
szintre (geoidra) atszamitasanak (redukalasanak). Tébbféle ilyen modell terjedt el a
gyakorlatban, kézulik fogunk néhanyat megismerni.(Ezzel a kérdéssel mas szem-
pontbdl a Geofizika tantargyban is taldlkoztak, igy az ott is hasznalt fogalmakat a to-
vabbiakban mar ismertnek tekintjik.)

A féldfelszini nehézségi értékek geoidra atszamitadsanak_Bouguer-féle modelljében
el6szor a geoid feletti szarazféldi tdmeget a mérési hely H magassaganak megfeleld,
minden iranyban végtelen kiterjedési sik-parhuzamos lemeznek tekintve, kiszamitjuk




ennek tdbmegvonzasat a lemez szélére (0gs Bouguerféle hatas). Ezt a P pontbeli
mért értekbdl levonva, olyan g értékre jutunk, amit — feltételezésiink szerint — ott
mérnénk, ha alatta a tengerszintig témegek nem lennének. A szamitds masodik lé-
pésében ehhez hozzaadjuk a ogr Faye-féle, vagy tiszta magassagi hatast, ami azt
mutatja, hogy mennyit valtozik a térer6sség, ha forrdsmentes (léglres) térben a P
pontbdl a pont magassaganak megfelelé mértékben a Féld vonz6 tdmegéhez kdze-
lebb kerillink. Eredményl (a modellnek megfelel kdzelitéssel) azt a

gp = gp— g8+ 09F (333.1)

geoidi nehézségi értéket kapjuk, amit a geoidon mérnénk, ha felette témegek nem
lennének. Az ezzel szamitott Age-Bouguer-féle nehézségi rendellenességek eloszla-
sa a geoid felszinén viszonylag sima lefutasu, jol interpolalhat6. Hatranya, hogy az
atszdmitassal

- megvaltozott a Féld 6ssztémege és ezaltal
- athelyez6détt a tomegkdzéppontja.

E két utdbbit egylittesen kbzvetett (indirekt) hatasnak nevezziik, ami ennél a modell-
nél meglehetdsen nagy. Ezért a geodézidban kevésbé, inkdbb csak kdzvetetten
hasznaljuk. (Geofizikdban elterjedten alkalmazzak mas célra.)

A javitott Bouguer-féle modellben tovabbi dg; javitassal figyelembe vesszik a mérési
hely kérnyezetében a pont vizszintes sikja (a Bouguer-lemez felsé hatarol6 sikja)
alatti és feletti domborzati formak témegvonzasi hatasat a P pontbeli egységnyi t6-
megre, €s a

9p = gp— g+ 80t +O9F (333.2)

alakbol szamitjuk (a modellinknek megfeleld kdzelitéssel) azt a nehézségi értéket,
amit a geoidon mérnénk, ha félétte tdmegek nem lennének. A vele szamitott geoidi
nehézségi rendellenességek az el6bbiekben emlitett tulajdonsagokat mutatjak, al-
kalmazasuk is azokéval megegyez6, de a szamitas az elébbinél sokkal munkaigé-
nyesebb.

Ha a nehézségi értékek geoidra atszamitasakor az izosztatikus kiegyenlitédés elvét
alkalmazzuk, akkor a geoid feletti tdmegeket gy rendezzik at, hogy velik a mély-
ségben 1évé témeghianyokat ,kipotoljuk”. Ezt a dgiz izosztatikus javitassal vesszik
szamitasba, és a geoidi nehézségi értéket a

gp = gp— 098+ OGt +9Qiz0 + OGF (333.3)

alakbdl szamitjuk. Az ezzel szamitott izosztatikus nehézségi rendellenességek igen
sima lefutasu, j6l kézepelhetd és interpolalhatd kicsi értékek. A modell hatranya,
hogy a szamitas nagyon munkaigényes, és ennek is még nagy a kdzvetett hatasa (a
képzeletbeli tomegatrendezés miatt). Ezek ellenére korabban tdbb példa volt geodé-
ziai alkalmazasara.

Az eddigieknél tébb szempontbél kedvezdbb a Helmert-féle kondenzacios modell.
Ennek alkalmazasakor a geoid feletti tdmegeket nem tavolitjuk el, hanem képzelet-
ben igen vékony, de nagy slriiségi rétegbe a geoid ala témdoritjik. Ennek vonzé ha-
tasat a dgong javitassal vesszik figyelembe, és a

gp = 9gp— 898+ 09t +Qkond + OGF (333.4)
alakbdl szamitjuk a geoidi nehézségi értéket.




A dgrond KOndenzacids javitas kiszamitasanak legegyszeriibb médja, ha a geoid ala
sUritett tbmeget is végtelen kiterjedésl sik-parhuzamos lemeznek tekintjik, és a mar
ismert moédon szamitjuk a lemezben foglalt témeg vonz6 hatdsat a lemez szélén fek-
v6 pontban képzelt 1 kg tdmegre. Mivel ez a vonz6 hatas nem fligg a lemez vastag-
sagatol, csak a benne foglalt tdmeg nagysagatol, — ami feltételezésiink szerint meg-
egyezik a geoid feletti, ugyancsak sik-parhuzamos lemeznek tekintett tdémeg nagy-
sagaval — a hatas ugyancsak dgs , csak most pozitiv eldjellel.

Ezen megfontolas alapjan a (333.4)-be d9kong helyett dgs —t irva, és a domborzat vi-
szonylag kicsi 0g; hataséat elhanyagolva, a

gp = gp + OGF (333.5)

nagyon egyszer( alakra jutunk. ami éppen (a Geofizika tantargybol ismert) Faye-féle
modell. Az elébbiekbdl kitlinik, hogy ehhez az — elsé tekintetre ugyancsak énkényes-
nek tiiné — egyszerl szamitasi médhoz is tartozik fizikai modell, nevezetesen a
Helmert-féle kondenzaciés modell.

A (333.5)-tel szamitott Faye-féle nehézségi rendellenességek a domborzati formakat
tikr6z6 igen valtozatos, ezért nehezen interpolalhatd értékek. Ennek ellenére a geo-
dézidban a legelterjedtebben hasznaljuk 6ket, bizonyara a szamitasuk egyszerlisége
kdvetkeztében. Tovabbi elény a viszonylag csekély kézvetett hatas.

Itt jegyezzik meg, hogy a tengerszint (geoid) feletti magassag [531.2] szamitadsahoz
olyan nehézségi értékre van szikségunk, amit a Féld belsejében mérnénk, ugy, hogy
minden témeg a helyén van. Ez esetben is el6szér szamitassal eltavolitjuk a P” pont
feletti tdmegeket (Bouguer-féle javitas),majd a Faye-féle (tiszta magassagi) hatassal
atszamitjuk a P-ben mért értéket a P’pontba, és végezetiil visszahelyezzik a (sik-
parhuzamos lemezként) eltavolitott tdmegeket eredeti helylikre (most mar a P’ pont
félé), ugyancsak a Bouguer-féle javitassal. Ezzel

gr = gp— 2605+ OGF (333.6)

Ez a Poincaré-Prey-féle modell. (Ezekkel az értékekkel nehézségi rendellenessége-
ket nem szamitunk.)

A mért (és arapaly-javitassal ellatott) nehézségi értékeket, tovabba a bel6lik szami-
tott Bouguer- és Faye-féle nehézségi rendellenességeket, a mérési hely vizszintes
€s magassagi koordinataival egydtt digitalisan adatbazisba rendezve gylijtik ezzel
foglalkozd nemzeti és nemzetkdzi intézmények, szervezetek.

Geodéziai célokra az egyes pontokra vonatkozd eredményekbdl killénbdz6 slriségi
(pl. 1°x1°, vagy 0,5°x0,5°, vagy meg sirlbb) racshaldézatok sarokpontjaira interpolalt
értékeket allitanak eld, illetve kdzépértékeket képeznek az egyes racsmezékre (a
racsmez6 geometriai kbzéppontjara).

A kapott nehézségi rendellenességeket analég médon atlag-anomalia, vagy
izoanomalia térképeken szemléltetik.

A nehézségi adatokat az egész Foldre kiterjedéen a Nemzetk6zi Geodéziai Szbvet-
ség (IAG) Nemzetkézi Gravimetriai Irodaja (International Gravimetric Bureau = BGI)
gy(jti, és teszi mindenki szamara hozzaférhetévé (http://bgi.cnes.fr).




34. A geodéziai vonatkoztatasi rendszer meghatarozasa

341. A féldmodell és a geodéziai vonatkoztatasi rendszer

A geodéziai foldmodell a Fold normalalakja és normal nehézségi erbtere egyltte-
sen.

A Féld normalalakja a Foéld (elméleti alakjanak, a geoidnak) méretét, alakjat jol meg-
kézelité szabalyos (forgasi és egyenlitéi szimmetrias), viszonylag egyszerii matema-
tikai (geometriai) feliilet. A gyakorlatban altalaban forgasi ellipszoid.

A geodézidban a Fold ellipszoidi normalalakjat valamely vonatkoztatasi rendszer ko-
ordinata-rendszerére illesztve vonatkoztatasi ellipszoidként hasznéljuk meghataro-
zando pontjaink térbeli helyzetét jellemzé ellipszoidi fellileti koordinatak szamitasara.

A Féld normal nehézségi erbtere a Féld valésagos nehézségi eréterét jol megkdzeli-
16 szabalyos (forgasi és egyenlitdéi szimmetrias) eloszlasu, viszonylag egyszerii ma-
tematikai 6sszefliggésekkel eléallitott (képzeletbeli) erétér.

llyen értelmezésben a geodéziai féldmodell

e egyrészt a Féld geometriajanak és kllsd nehézségi eréterének j6 kdzelitdje,
mely alkalmas arra, hogy a geodézia mellett, a tarstudomanyok (geofizika,
csillagaszat, navigacio, stb.) és a nagykdzdnség részére Foéldinket nagy
vonalakban jellemezze;

e masrészt, geodéziai feladataink megoldasaban a Foéld geometrigjanak és
kilsé nehézségi erbterének olyan ,elbzetes értéke”, melyhez a természetet
(a fizikai val6sagot) viszonyitjuk. Ha féldmodelliinket j6l valasztjuk meg, ak-
kor a természet és a modell eltérései kicsi értékek, amelyeket viszonylag
egyszerlbb (gyakran linearis) 6ésszefliggésekkel tudunk meghatarozni.

(A matematikai statisztika nyelvén fogalmazva, féldmodellink a Féld geo-
metriajanak (alakjanak) és kils6 nehézségi eréterének a ,trendjét” mutatja,
és a természetnek ehhez viszonyitott eltérése a mérésekkel meghatarozan-
do ,jel”)

Mint az el6z6ekben lattuk, fels6geodéziai munkakban a meghatarozott féldfelszini,
vagy felszinkdzeli (t6bbnyire az l.rendl alaphél6zati) pontok helyzetét altalanos
hasznalatra ellipszoidi felileti koordinatakkal [162.1] adjuk meg. Kiszamitasukhoz
célszerlien valasztott méretl, alaku, elhelyezési és tajékozasu forgasi ellipszoidot,
un. vonatkoztatasi (referencia) ellipszoidot hasznalunk (amire a koordinatakat vonat-
koztatjuk) [31]. Ennek méretét és alakjat ugy hatarozzuk meg, hogy a vonatkoztatasi
ellipszoid egyben a Féld normal alakjanak szerepét is betdlti.

Mindaddig, amig helymeghatarozasi feladatainkat pusztan geometriai (sz6g és tavol-
sag) jelleg mérési eredményekre tamaszkodva oldjuk meg, ezen geometriai jellegi
mérések eredményeinek feldolgozasahoz elegendé a vonatkoztatasi ellipszoidot (a
Fold normdlalakjat) tisztan geometriai feliiletként értelmezni (amelynek az anyaghoz
semmi koze).

A Fold geometrigjanak meghatarozasa mellet a geodézia feladata a foldi nehézségi
er6tér (szerkezetének, eloszlasanak) meghatarozasa is. Tovabba, ha a fdldalak
meghatarozasaba a tengereken és az egész FoOld kilsé terében is mérhetd fizikai



jellegi mennyiségeket (pl. nehézségi méréseket, mesterséges hold észleléseket) is
be akarunk vonni, akkor ezek eredményeinek feldolgozdsdhoz is viszonyitasi alap,
(az ,elbzetes érték” szerepét betdltd) ,vonatkoztatasi erétér’ szikséges. Erre a célra
szolgal a Foéld valédi nehézségi erbterét megkdzelitd, de viszonylag egyszerlien
szamithatd, szabalyos eloszlasu normal nehézségi erétér, amelyet megfeleld mate-
matikai eszkdz6kkel alkotunk.

A Fold geometriajanak és nehézségi eréterének meghatarozasakor a geometriai és a
fizikai jellegli méréseink eredményeit egylittesen akarjuk feldolgozni. Ehhez olyan
kbzds viszonyitasi alap kell, amelyben a Fdld normalalakja €s normal nehézségi er6-
tere egyetlen k6z6s rendszernek, a geodéziai féldmodellnek egy-egy eleme.

Ehhez ugy jutunk, hogy a Féld M témegével megegyezé témegl (forgasi és egyenli-
t6i szimmetrids tdmegeloszlasu), a Féld méreteit j6l megkdzelité méretl testet kép-
zeliink, amit tehetetlenségi fétengelye koril a Féld o forgasi sz6gsebességével meg-
forgatunk. Ekkor a test felszinén és kiils6 terében a Féldéhez hasonld, ezt megkdze-
lit6, de forgasi és egyenlitéi szimmetrias eloszlasu, szabalyos nehézsegi erétér ke-
letkezik. Ezt a képzeletbeli erbteret tekintjik normal nehézségi erétérnek. Ennek tér-
er6ssége a y normal nehézségi térer6sség és potencidlja az U normalpotencial,
szintfellletei altalaban valamilyen szintszferoidok. A Féld normalalakjat pedig a nor-
mal nehézségi erbtér egyik szintfellleteként értelmezzik. Gyakorlati okokbdl mindig
térekszlink arra, hogy mind a normal nehézségi erétér, mind a Fold normalalakja vi-
szonylag egyszer( dsszefliggésekkel legyen matematikailag leirhaté. Vonatkoztatasi
feltiletként vagy az igy, fizikailag meghatarozott normalalakot, vagy a vele egyenlé
tengelyhosszusagu forgasi ellipszoidot hasznaljuk (ha a kettd nem azonos). A fizikai
geodézidban a vonatkoztatasi fellilet mindig geocentrikus elhelyezés.

Az igy értelmezett geodéziai féldmodellt matematikailag meghatarozé mennyiségek
(paraméterek) (mint, pl. a vonatkoztatasi felllet a mérete, flapultsaga (alakja), a Féld
tébmegét jellemz6 kM szorzat (az un. geocentrikus gravitaciés allandé), a Fold w for-
gasi szbgsebessége, stb.) szamszerii értéksorat geodéziai vonatkoztatasi rend-
szernek (Geodetic Reference System = GRS) nevezzik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a ,geodéziai vonatkoztatasi rendszer” fogalom a 161.-ben targyalt ,vonat-
koztatasi rendszer” fogalomnak lényegesen kibdvitett tartalmu valtozata. Mint az elébbi értelmezése
mutatja ez a FOld geometridja és kiilsé nehézségi erétere meghatarozasanak viszonyitasi alapjaként
szolgalé féldmodellnek a szamszeri jellemzéit tartalmazza. A féldmodell pedig kdzvetett médon ma-
gaba foglalja a foldi térbeli derékszdgii koordinata-rendszert” (valamelyik megvaldsulasat és ennek
keretpontjait) is.

Nemzetkdzi munkacsoportok, vagy nagyobb geodéziai intézmények egyre tébb és
Ujabb mérési eredmény feldolgozasaval ezt az adatsort idénként Ujraszamitjak.
Egyes kbzgylléseinek idejében legjobb értéksort a Nemzetkézi Geodéziai és Geofi-
zikai Unio (International Union of Geodesy and Geophysics = IUGG) a tagorszagai
részére ajanlasba foglalja. Igy hasznalatban van pl. a GRS67, GRS80 jelt értéksor.
Ezek hosszabb id6re sz6l6 ,szabvany” (standard) értékek a geodézia, geofizika, csil-
lagaszat, navigacio, stb. szamara.

Az Unié ajanlasai kdzétti idében is folyik az értéksor idénkénti Ujraszamitasa, és a
kapott ,pillanatnyi legjobb értékekr6l” a Nemzetkézi Geodéziai Szbvetség
(International Association of Geodesy = IAG) ad tajékoztatast.

A geodéziai foldmodell — a Féld normalalakja (a vonatkoztatasi ellipszoid) és a nor-
mal nehézségi erétér — meghatarozasa geometriai és fizikai jellegii mérési eredmé-



nyek egyuttes feldolgozésat lehetévé tevé fizikai geodéziai médszerekkel lehetséges.
A kovetkez8kben ezeket fogjuk megismerni.

342. A normal nehézségi erétér meghatarozasa a potencialfiiggvény
sorbafejtésével

A normal nehézségi er6tér és a Fold normalalakjanak (egylttesen, a geodéziai f6ld-
modellnek) meghatarozasara a legrégibb modszer a Fold valésagos potencialfligg-
vényének sorbafejtésén alapszik.

Ha a vonzasi potencidl (3312.15) gébmbflggvénysoraban a [332.1]-ben targyalt mo-
don csak a forgasi és egyenlitéi szimmetrias eloszlasu tagokat tartjuk meg, akkor a
nehézségi  erbtér  potencialjat kodzelitd6 U normdal  potencidlfiiggvény
gdbmbfliggvénysorara jutunk.

Ha ebben k véges szamu tagra korlatozédunk, azaz a végtelen sort a k. tag utan el-
vagjuk, és az 6sszes tovabbi tagokat nullaval egyenlének tekintjik, akkor a k. foku Uk
flggvény a k szamtol fliggéen tébbé-kevésbé jol kbzeliti meg a Féld valésagos ne-
hézségi erbterét, viszont matematikailag kdnnyebben kezelhetd. Legegyszerlibben
az igy nyert, Uy fliggvénnyel leirt nehézségi er6teret tekinthetjik normal nehézségi
erétérnek. Ennek szintfellletei az U, = allandé potencialértéki k. foku
szintszferoidok. Ekkor a Féld normalalakja az a szferoid, amelynek méretei a Fold
méreteit j6l megkdzelitik.

Lattuk, hogy a legegyszeriibb esetben, ha k = 2, akkor az un. Clairaut-féle szferoid
(3321.1) egyenletére jutunk.

Hatarozzuk meg a Féld masodfoku szintszferoidként értelmezett normalalakjat és a
hozza tartozé normal nehézségi eréteret. Erre vonatkozdan Clairaut a (3321.10) ha-
rom dsszefliggést vezetett le (az f lapultsag 1/300 =~ 3-10 nagysagrendjéig terjedd
viszonylagos pontossaggal). Ebben a harom egyenletben a normalszferoidnak 7 is-
meretlen jellemzéje szerepel, ugymint

afkM U, B %, o

Kiszamitasukra a harom egyenlet kevés, tehat négy ismeretlennek az értékét mas
uton kell meghatarozni. Ezek kbzul a Féld forgasanak w szdgsebessége nagy pon-
tossaggal ismert.

A Féld normalalakja a nagytengely-hosszanak értékét atvehetjik a geometriai meg-
hatarozasokbdl (fokmérések, fellletek mddszere stb.).

Harmadik és negyedik adatként % és S értékét szokas tapasztalati uton, mérésekkel
meghatarozni.

Mint ismeretes a szferoid felszinén valamely ¢; féldrajzi szélességl helyen a ¥ nor-
mal nehézségi térésséget (ugyancsak a lapultsag nagysagrendijéig terjedd viszony-
lagos pontossaggal, vagyis az egység mellett az f? nagysagrendii negyedfoku és
ennél kisebb nagysagrendi tagokat elhanyagolva) a (3321.6) adja. Ha a féldfelszin
kulonb6z6 helyein mért és a tengerszintre (geoidra) atszamitott g, nehézsegi érte-

keket ezzel 6sszevetjik, kilénbségikre a



Agi = gp—% (1+fsin® @)
kifejezést kapjuk, az egyel6re ismeretlen y és g értékkel. Ezt n szamu mérési helyre

felirva, a Z Ag# = minimum feltétellel % és B szamértéke a legkisebb négyzetek
i=1

modszerével szamithaté a mérési eredmények alapjan. llyen példaul Helmert 1884-i

meghatarozasanak eredmeéenye

% = 9,780 00 N/kg (vagy ms™) és
£ =0,005 310.

(A korszeriibb meghatarozasok mar a negyedrendii tag figyelembevételével, tehat f2
viszonylagos pontossagig térténtek. Lasd késdébb.)

A felvett négy mennyiség alapjan a tébbi harom meghatarozé adat, vagyis f, kM és U
a (3321.10) dsszefuggésekbdl mar szamithaté. Ezzel meghataroztuk a Féld a és f
méretl és alaku 2. foku szintszferoidként értelmezett normalalakjat, ennek U poten-
cialértéket, felszinén a y% és f paraméterekkel szamithaté normal nehézségi térerbs-
séget, ezekkel a normal nehézségi eréteret.

Tovabbmenve a k Newton-féle tdmegvonzasi allandé tapasztalati uton meghatarozott
értékének felhasznalasaval a kapott kM-bél a Féld normalalakjanak (ami megkdzeli-
téen a Foldnek is) az M témege szamithatd.

igy a Féld tdmegére
M =~ 5,976-10* kg
adddik. Kiszamitva a normalalak térfogatat, ez j6 kdzelitéssel

K=%na3 (1 -1, (342.1)
és a Fold atlagos s(risége
9=M _ 5500 kgm’
K

kordli értéknek adodik.

A potencialfiggvény 2. fokig terjed6 sorbafejtésével meghatarozott geodéziai fold-
modell bizonytalansdga a magasabb foku tagok elhanyagoldsa miatt tul nagy. Igy
példaul a minket kdzvetlenil érdekl6 nehézségi térerésség eloszlasat is csak az f
nagysagrendnek megfelelé (1/300) pontossaggal irja le, ami a korszerl abszolut ne-
hézségi méréseink + 2+:5-10® N/kg (vagy * 2+5 uGal) megbizhatdsagaval aligha vet-
hetd 6ssze. Ugyancsak a magasabb foku tagok elhanyagolasa miatt a Fold valédi
szintfellleteinek, igy normalalakjanak is csak durva kdzelitését jelenti a 2. foku
szintszferoid.

Jobb kozelitést kapunk, ha Helmert nyoman a potencialfiiggvény végtelen sorabdl k
= 4. fokig terjed6 tagokat vessziik figyelembe. Ekkor a normal nehézségi erétér po-
tencialjat a (3321.11) fejezi ki. Mint tudjuk a Féld negyedfoku szintszferoidként értel-
mezett normalalakjara vonatkozdéan Helmert 6sszesen 8 Osszefliggést allitott fel a
szferoid 13 jellemzdje kdzbtt. A szferoid meghatarozasahoz tehat 5 mennyiségnek az
értékét kell ismerni, ill méréssel meghatarozni.



Lattuk, hogy ez esetben a nehézségi térer6sségnek az eloszlasat a szferoidon leird
(3321.12) képlet is bovilt az 2 nagysagrendii (negyedrendi) taggal. igy az a és az @
ertéke mellett a nehézségi merésekbdl » , S és fi hatarozhaté meg. Ezzel megvan
az 5 kiindulé mennyiségnek a Foldre vonatkoz6 tapasztalati értéke. A normal nehéz-
ségi er6tér és a Fold normélalakjanak tovabbi 8 jellemzdje a Helmert-féle 8 éssze-
flggésbdl kiszamithatdé. A (83321.12) allanddinak tapasztalati meghatarozasara pél-
daként Helmert 1901. évi meghatarozasanak eredményét adjuk meg:

%= 9,780 30 N/kg (vagy ms™),
B=0,005 302,
B =-0,000 007.

Ha ezeket az értékeket helyettesitjik a Helmert-féle dsszefliggésekben is szerepld,
de negyedfoku tagokkal is kiegészitett Clairaut-képletbe, akkor f= 1/298,3-t kapunk a
Foéld normalalakjanak lapultsagara, ami legkorszer(ibb ismereteinknek is megfelel.

A geodéziai foldmodell meghatarozasanak Gjabb lehetéségét nyitottak meg a mes-
terséges holdak. Mint lattuk a Kozmikus geodézia tantargyban [332], a palyamozga-
suk medgfigyelésebdl kozvetlentl a kM szorzat és a J», Jy ... stb. gdmbfliggveny-
egyUtthatok szamértéke hatarozhaté meg. Igy a Helmert-féle egyenletrendszer meg-
oldhatéva valt a

KM, Jo, Js, @, a

kiindul6 mennyiségeknek a valddi Féldre vonatkozé értékével. Ebbdl tehat a normal-
alak f lapultsaga és a normal nehézségi erétér %, B, b1, stb, tovdbbi meghatarozé
mennyiségei szamithatok.

A szintszferoid a vele egyenlé tengelyhosszisagu ellipszoidot a sarkokon és az
egyenlitén természetesen érinti, k6z6ttlk a szferoid teljes terjedelmében az ellipszo-
idon belll fekszik, és legnagyobb eltérése kézel 7 m. Mivel a szintszferoid az ellip-
szoidnal sokkal bonyolultabb felllet, és ezért rajta a fellleti koordinatak szamitasa
igen nehézkes lenne, a gyakorlatban vonatkoztatasi feliletként soha nem hasznal-
tak. Ha a geodéziai féldmodellt ezen az uton hatarozzuk meg, akkor a koordinata-
szamitashoz szolgalé vonatkoztatasi felllet a Féld normalalakjaval egyenlé tengely-
hosszusagu forgasi ellipszoid (vonatkoztatasi ellipszoid.)

Az ily modon levezetett geodéziai foldmodell meghatarozasat, mint lattuk, sikerdlt
teliesen fliggetleniteni a Fold belsé témegeloszlasanak ismeretétél (helyesebben
nem ismeretétdl), mert a meghatarozasban csak a Fold egészének kiilsé mechanikai
hatéasait tikr6z6 mennyiségek (nehézségi térerésségek, tehetetlenségi nyomatékok,
a Fold dssztdmege, stb.) szerepelnek, és a belsé tdmegeloszlasra csak azt a felte-
vést tettlk, hogy ez forgasi és egyenlitéi szimmetrias.

A megoldas hatranya, ami miatt ezt tovabb kellett fejleszteni, az, hogy mig a kiszami-
tott normal nehézségi térerésségek a Fold szintszferoid alaki normalalakja felszinére
vonatkoznak, és vellk, pl. a geoidnak a szintszferoid feletti magassagat tudjuk kdz-
vetlenll szamitani, addig a vizszintes koordinatdkat a vonatkoztatasi ellipszoidon
szamitjuk. Ennek a kettésségnek a megsziintetése valt lehetségessé a geodéziai
féldmodell meghatarozasanak kdvetkezé mddszerével.



343. A vonatkoztatasi rendszer meghatarozasa szintellipszoiddal

343.1. A megoldas alapelve

A Fold normalalakja, bizonyos célszerliségi hatarokon belll, fizikai értelemben is 6n-
kényesen is megvalaszthat6. Erre a lehetéséget Stokes és Poincaré tétele adja meg.
Ennek értelmében az adott w szdgsebességgel forgd M tébmeg S kilsé szintfellileté-
nek énkényes felvétele utan a felvett szintfellleten a ¥ normal nehézségi térerésség,
illetve kilsé terében az U normalpotencial az (M, S, @) Un. Stokes-féle elemek fligg-
vényében egyértelmlen szamithatd anélkil, hogy az M tdmegnek S-en bellli elosz-
lasardl barmit is tudnank. (A tdmegeloszlast ugyanis az S szintfelllet valasztott alakja
mar meghatarozza, de ennek milyenségét nem kell ismerniink.) Ennek megfeleléen
tehat a normélpotencialnak valamely szintfellletét, célszerlien éppen a Fold normal-
alakjat 6nkényesen felvesszik, ugy, hogy céljainknak a legjobban megfeleljen.

A célszerliség pedig azt kivanja, hogy a Foéld normalalakjaként éppen a geodéziai
vonatkoztatasi fellletként szolgal6é forgasi ellipszoidot vegylk fel. Ha ezt a Féld M
tdmegével kitdltve képzeljik, tovabba feltételezziik, hogy kistengelye kérul a Fold
allanddénak képzelt forgasi sebességével forog, akkor ez az ellipszoid alaku szintfelii-
let (szintellipszoid) lesz a Fold normalalakja és kilsé potencidlja a normalpotencial.
Az Mtbmegnek a felszinét képez6 szintellipszoidon bellli eloszlasa ismeretlen.

Hangsulyozzuk, hogy ez esetben az ellipszoid nem valamely szintszferoid kdzelit
fellleteként szerepel, hanem ténylegesen ellipszoid alaku szintfeliilet felvételérél van
sz6. A normalpotencialnak azonban csak ez az egyetlen szintfelllete lesz ellipszoid
alaku, amit ennek vettlink fel, az 6sszes tdbbi kiilsé szintfelllete az ellipszoidnal na-
gyobb lapultsagu szintszferoid lesz.

A geodéziai féldmodellt (a Fold normalalakjat és a normal nehézségi eréteret) meg-
hatarozo6

a, b, w, kM, % ,%, Uo

hét mennyiség k6zott, ez esetben is, harom potencialelméleti 6sszefliggés irhato fel.
Kévetkezésképpen itt is négy kiindul6 mennyiségnek a Foéldre vonatkozd szamérte-
két kell ismernink. Ezek lehetnek a Stokes-Poincaré-tétel bemutatasakor mar emli-
tettek, de lehetnek — vellk egyenértékii — masok is. Ha példaul (késdbbi gyakorlati
esetnek megfeleléen) az a, b, w, % Stokes-féle elemek szamértékébdl indulunk ki,
ahol a és b célszerlien a koordinata-szamitasaink vonatkoztatasi fellletéll szolgald
ellipszoid a fél nagytengelyének és b fél kistengelyének a hossza, akkor a hianyz6
harom mennyiség a

p=05a, b o k),
kM = kM(a, b, w, %) és (3431.1)
Uo = Uo(a, b, , %)

harom potencialelméleti 6sszefliggésbdl szamithatd (kdzillk az elsé az ellipszoidra
mébdositott Clairaut-képlet). A hét meghatarozé mennyiség ismeretében a normal
nehézségi erétér minden tovabbi jellemzéjét ki tudjuk szamitani.



A felvett méreti szintellipszoid felszinén a normal nehézségi térer6sség eloszlasa is
mar egyértelmiien meghatarozott (a tdmegeloszlas ismeretétdl flggetlendl) és
Somigliana

2 a2
ye ay,cos"¢p+by,sin ¢ (3431.2)

(a2 cos? g+ b sin? o)

zart képletébdl nyerhet6, ahol ¢ az ellipszoidi szélesség. Ennek sorbafejtett alakja
y=17% (1 +fsinfp+ Bisin?2¢ + ...). (3431.3)

(Ezekben % = % (1 +p), tovabba p; = pi(f, m), vagyis pi = fi(a, b, o, %).)

A normal nehézségi erétér potencialja (a normalpotencial) az

U= @{1-;/; [%j P, (cos®)-J, (f} a(cosﬂ)—..} +af Psin®y  (3431.4)

gdmbfliggvénysorral irhaté le, ahol
Jy = Jy (a b, @, %),
Jy = Ji(a b, @ %),

a normal nehézségi erétér eloszlasat jellemzé gdémbfliggvény-egyitthatok.

Lathaté tehat, hogy ezen az uton lehet olyan normal nehézségi eréteret (és ennek
minden jellemzéjét) kiszamitani, melynek egyik szintfelllete ellipszoid alaku
(szintellipszoid), amely magaba zarja a Féld dssztdmegével megegyez6 nagysagu
tdbmeget (a Fold normalalakja). A szintellipszoid méreteit megvalaszthatjuk ugy, hogy
ezek éppen geodéziai vonatkoztatasi ellipszoidunk méretei legyenek.

Mivel a (3431.2) a y normal nehézségi térer6sség eloszlasat a szintellipszoid felszi-
nén irja le, ezen az uton megsziint az a kettésség, ami a Fold szferoidi normalalakja-
nak geodéziai alkalmazasakor fellép. Nevezetesen az, hogy mas felllet a koordinata-
szamitas vonatkoztatasi felllete (a vonatkoztatasi ellipszoid), mint amelyen a normal
nehézségi térer6sség eloszlasat ismerjik (szintszferoid).

A geodézia a XX. szazadtdl mar csak ezt a megoldast alkalmazza a geodéziai f6ld-
modell és ezzel a vonatkoztatasi rendszer meghatarozasara. A kbévetkezékben be-
mutatjuk ennek néhany gyakorlati alkalmazasat.

343.2. Gyakorlati megoldasok

A geodéziai gyakorlat soran elsé izben a Nemzetkdzi Geodéziai Szdvetség (IAG)
1924. évi kézgyllésén nemzetkdzi ellipszoidnak nyilvanitott Hayford-féle ellipszo-
idhoz hataroztak meg azt a normal nehézségi eréteret, amelynek ellipszoid alaku
szintfelllete éppen ez az ellipszoid.

Kiindul6 adatként tehat adottak voltak a Hayford-ellipszoid
a=6378388més
f=1/297



jellemzdi. Ehhez jarult a forgasi sz6gsebesség mar akkor jél meghatarozott
w=0,729 211 51.10" ™
értéke, és negyedik kiindul6 adatként Heiskanen meghatarozasabdl elfogadték a
% = 9,780 490 N/kg (vagy ms™)
egyenlitéi nehézségi értéket.
Ezek alapjan az ellipszoidra médositott Clairaut-féle képletbdl Cassinis 1930-ban
kiszamitotta a normal nehézségi térersség (3431.2) képletének S egyultthatojat. A

lapultsdg négyzetének nagysagrendjéig az ellipszoidra is érvényes (3321.13)-bdl
pedig meghatarozta a f; egyutthatét f és m fliggvényében.

igy a Heiskanen-féle y értékkel és a Cassinis altal szamitott 5 és S egyitthatokkal
felirhat6

¥=9,780 490 (1+0,005 2884 sin? ¢ — 0,000 0059 sin®2¢) N/kg (vagy ms?)

(3431.3) sorbafejtett alaku képlet megadja a normal nehézségi térerdsség eloszlasat
a Hayford-féle ellipszoid felszinén. Ezt az ily mddon eléallitott 6sszefliggést Cassinis-
féle normal nehézségi képletnek nevezik és hosszu iddn keresztil nemzetkézi nor-
mal nehézseqi képletként hasznaltédk (hasznaltuk Magyarorszagon is).

A Kiindulé adatokbdl potencialelméleti 6sszefliggésekkel kiszamithatok a normal ne-
hézségi er6tér tovabbi jellemzéi

Up = 6,263 9787-107 J/kg (vagy m?s™),

kM = 3,986 3290-10"* Nm?/kg (vagy m3s™),
J, =1092,0-10° és

J, =—2,4310°,

Uo igy kiszamitott értékét (jobb hianyaban) a geoid (nem mérhetd) W, valddi potenci-
alértékének is, a kM szorzatra kapott szamértéket a valddi Féld témege jellemzéjé-
nek is tekintjik. A féldmodell, illetve a vonatkoztatasi rendszer elemein keresztil igy
valt lehetségessé a geoid potencialértékének, és a Fold tdmegének kbzvetett meg-
hatarozasa az ellipszoidi normalalak meghatarozasara szolgalé geometriai (sz6g- és
tavolsag-), valamint a foldfelszini nehézségi mérésekbdl.

A mult szazad kézepétdl az akkori Un. eurbpai szocialista orszagok altal k6zdés nem-
zetkdzi vonatkoztatasi felliletként hasznalt

a=6378245m és
f=1/298,3

méretli és lapultsagu Kraszovszkij-féle ellipszoidhoz egyszeriibben lehetett
megfelel6 normal nehézségi erbteret rendelni.

Szerencsés véletlen folytan ugyanis Helmert 1901. évi normal nehézségi képletének
az akkori 1400 foldfelszini és a geoidra atszamitott nehézségi mérésbdl szamitott

% = 9,780 30 N/kg (vagy ms™),
B=0,005 302 és
B =-0,000 007



egyUtthat6i gyakorlatilag elegend6é 6sszhangban vannak a Kraszovszkij-ellipszoid
adataival, igy Helmert képletét valtoztatas nélkil alkalmaztdk a normal nehézségi
térer6sség eloszlasanak leirdsara a Kraszovszkij-ellipszoid felszinén. Az 6sszhangot
az mutatja, hogy, ha a szintellipszoidra vonatkozé Clairaut-képletbe a Kraszovszkij-
ellipszoid jellemzéit, a Helmert-féle j-t és w mar ismert értékét beirjuk, eredményl
gyakorlatilag a g nehézségi lapultsag Helmert-féle értékét kapjuk.

Az 1960-as évek folyaman mind a csillagaszok, mind a geodétak ugy itélték meg,
hogy az utolsé évtizedekben — f6ként a mesterséges holdak palyamozgasanak meg-
figyelése révén — szerzett ismereteink tikrében sem a nemzetkdzinek tekintett
Hayford-féle ellipszoid mérete és alakja, sem pedig az ezen, mint szintellipszoidon,
a normal nehézségi térer6sség eloszlasat kifejezd nemzetkdzi, vagy (Cassinis-
féle) normal nehézségi képlet nem alkalmas arra, hogy a F6ld méreteit, nehézséqi
er6terét, kils6é mechanikai hatasait kellén j6l kdzelitse. Felmerilt tehat annak a
szlkségessége, hogy mind a csillagaszat, mind a geometriai és a fizikai geodéziai
mobdszerek szamara a nemzetkdzi szervezet Uj, megfelelébb vonatkoztatasi rend-
szert hatarozzon meg és ajanljon hasznalatra a tagorszagoknak.

A vonatkoztatasi rendszer meghatarozasanak alapelvét illetéen a geodétak tdbbsége
tovabbra is a szintellipszoiddal végzend6 megoldast kivanta kdvetni. Sok vitat valtott
ki azonban a sziikséges négy kiinduld mennyiség kérdése.

A vonatkoztatasi rendszert meghatarozé kiinduldé adatok megallapitasakor alapve-
t6 szempontként a feltevésmentességre térekvés kerllt el6térbe. Ennek megfele-
l6en célszer kerllni minden olyan mennyiségnek felvételét kiinduld adatként,
amelynek szamértékét csak kilénbdz6 feltevések mellett lehet meghatarozni.
llyenek helyett a vonatkoztatasi rendszert, lehetéleg, mérési eredményekbdl kdzvet-
lendl (feltevések nélkll), azaz egyértelmiien szamithat6 értékekkel kivanatos megha-
tarozni.

Ebbél a szempontbdl biralhaté a korabbi gyakorlat szerinti csaknem valamennyi kiin-
duldé mennyiség. Kozllik is leginkabb a normal nehézségi képlet gyakorlati Uton
(féldfelszini nehézségi mérésekbdl) meghatarozott allandoi tamadhatok (% , esetleg
P és By is, ha igy hataroztak meg).

Meghatarozasukkor ugyanis a féldfelszinen mért tényleges nehézségi értékeket a
tengerszintre (a geoidra szamitjak at, nem a Fdld normalalakjara, a normalszferoidra
vagy a szintellipszoidra, amire a normal nehézségi képlet vonatkozik. Ezen utobbiak
eltérése a geoidtdl szélsé esetben a mintegy £ 100 m-t is eléri, mely magassagku-
lbnbség elhanyagolasa tébb 10 mGalt is jelent a g értékében.

Tovabbi bizonytalansag oka az, hogy a tengerszintre végzendé atszamitasnak nincs
egyOntetlien elfogadott, egységes mddszere. De barmelyik médszer (modell) szerint
végezzik is a redukalast, mindenképpen sziikséges lenne a szamitassal figyelembe
vett tdmegek tényleges slriiségének ismerete. Erre vonatkozéan is csak kbzelitések-
re tamaszkodhatunk.

Az elmondottak értelmében a foldfelszini nehézségi értékek alapjan levezetett meny-
nyiségeket — lehetdség szerint — keriini kell a kiindulé adatok megvalasztasakor, ha
feltevésmentességre térekszink.

Nem sokkal kedvezdbb a helyzet a geometriai modszerekkel meghatarozott
ellipszoidméretek egyértelmiiségével kapcsolatban sem.



A felsorolt negativumok mellett figyelembe kell vennlink azt is, hogy a korszer( tech-
nikai lehetéségek (k6zo6ttik elsésorban a mesterséges holdak palyamozgasanak
megfigyelését, valamint a rajuk és a Fold természetes holdjara, a Holdra, végzett
nagyszabatossagu lézeres tavolsagméréseket emlitve) lehetévé tették a Fold egyes
fizikai jellemz6inek minden eddiginél pontosabb — viszonylag kbzvetlen — meghataro-
zasat. Igy példaul elséként kell emlitentink a Fold témegének és az altalanos témeg-
vonzasi allandd szorzatdnak a kM szorzatnak, valamint a Féld J2 masodfoku témeg-
flggvényének  (gombfliggvény-egyitthatéjanak, a  sztatikai lapultsagnak)
nagyszabatossagu meghatarozasat.

A J.-vel kapcsolatban megjegyezziik, hogy szamértéke egyenesen aranyos a Fold
tehetetlenségi nyomatékainak

A+B

C- il C-A

kilénbségével, igy a féldtest lapultsagara jellemzé kiindulé mennyiség lehet.

Nem emlitettiik még a forgasi szbgsebesség kérdését. Nevezetesen azért, mert ez
kordbban is, de kilénésen a mai idémérési pontossag mellett, szinte a legnagyobb
viszonylagos megbizhatésaggal ismert mennyiség. Ennek bevonasa az alapmennyi-
ségek k6zé mindenesetre célszerd.

Végqll, egyelére elkertilhetetlen, hogy — jobb hianyaban — a szintellipszoid a fél nagy-
tengely-hosszat vegylk fel a kiindulé értékek kdzé. Ezzel a kényszermegoldassal
egyelére tudatosan le kell mondani arr6l, hogy a szintellipszoidként meghatarozandé
vonatkoztatasi fellletet kizardlag egyértelmlien meghatarozhato, feltevésmentes ki-
indulé mennyiségekbdl vezessik le, de ismereteink jelenlegi szintjén mas lehetéség
nem kinalkozik.

llyen kérilmények figyelembevételével, végll is a Nemzetkdzi Geodéziai és Geofizi-
kai Uni6 1967.-i Kbdzgyllése altal ajanlott Geodéziai Vonatkoztatasi Rendszer
(GRS67) megalkotasakor a

kM = 3,986 03-1014 Nm?/kg (vagy m°s™),
w=7,292 115 1467-10°s™,

J> =1082,7-10°,

a=6378160m

kiindulé mennyiségekbdl vezették le a szintellipszoid potencialelméleti 6sszefliggése-
ivel a Féld normalalakjaval azonos vonatkoztatasi ellipszoidnak (Reference Ellipsoid
1967) f geometriai lapultsagat, az akkor Uj normal nehézségi képlet (Gravity Formula
1967) % , B, és B egyltthatdjat és a normal nehézségi erétér tovabbi jellemzéit.

A szamitott eredmények:
f=1/298,247...
% = 9,780 318 N/kg (vagy ms™)
B =0,005 3024
B =-0,000 0059
Up = 6,263 703-107 J/kg (vagy m?s™)
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A Kkiindulé mennyiségekkel kapcsolatban megjegyezzik, hogy kM, J> és a a mester-
séges holdak palyamozgasanak megfigyelése révén levezetett érték, amelyek kozdl
az els6 kettd csaknem kozvetlen meghatarozas eredménye, mig a értékének tovabbi
kis valtozasa varhatd volt. Ezért az igy kapott ellipszoidot még nem tekintjik a Féld
legjobb ellipszoidi normalalakjanak, csak a Féldet jo/ megkdzelité ellipszoidnak,
amely azonban geodéziai vonatkoztatasi feliiletnek teljesen megfelelt.

A hazai gyakorlatban az Egységes Orszagos Térképrendszer alappont-hal6zatanak
vonatkoztatasi ellipszoidjaként mi is bevezettlk, és azéta is hasznaljuk.

A XX. szazad késb6bbi évtizedeiben a Nemzetkdzi Geodéziai Szdvetség (IAG) kbz-
gyllésein tovabb finomitotta a geodéziai féldmodellt. A kapott eredmények kdzll a
Nemzetkdzi Geodéziai és Geofizikai Unié 1980-ban fogadott el, és ajanlott ujabb
nemzetkdzi Geodéziai Vonatkoztatasi Rendszert GRS80 megjeldléssel.

Ebben ugyanazon kiindul6 mennyiségekkel szamoltak, mint a GRS67 megalkotasa-
kor, de Ujabb szamértékekkel. Lényeges valtozas az a fél nagytengely hosszban van,
ez csbkkent 23 m-rel, kM és J, alig valtozott, mig @w maradt valtozatlan.

A kiindulé adatok, tehat
kM = 3,986 005-10'* Nm?/kg (vagy m°s™),
w=7,29211510""s™,
J» =1082,63-10° és
a=6378137 m.
A bel6lik levezetett tovabbi jellemzdk :
1/f= 298,257 222 101
% = 9,780 326 7715 N/kg (vagy ms‘z)
S =0,005 302
Up = 6,263 686 850-107J/kg (vagy m?s™)

J, = Jyrs, (Méréssel meghatarozott kiindulo érték)

J, =-2,370 912 22.10°°

Megjegyezzik, hogy mivel mind a GRS67, mind pedig a GRS80 vonatkoztatasi
rendszer kiindul6 adatat képez6 kM értéket mesterséges holdak észlelésébdl hata-
roztak meg, ez a FoOld légkérének témegét is tartalmazza. Kdvetkezésképpen a ki-
szamitott normal nehézségi értékek kdzel 1-10° N/kg-mal (vagy 1 mgallal) nagyob-
bak a kelleténél. A g—ynehézségi rendellenességek szamitdsakor ezt a mérési hely
magassaganak megfeleld javitassal figyelembe kell venni.

A mesterséges holdas helymeghatarozasok (pl. a GPS) vonatkoztatasi rendszere a
Geodéziai Vilagrendszer 1984 (World Geodetic System) = WGS84, amit ugyancsak



a szintellipszoid elméletével alkottak meg. Ezt az Amerikai Egyesult Allamok védelmi
térképészeti szervezete (Defence Mapping Agency = DMA) fejlesztette ki,1960 6ta
tobb valtozatban. Az 1984-es megoldas kiinduldé mennyiségeibél harom megegyezik
a GRS80 szamértékével. A negyedik abban kilénbdzik, hogy a mesterséges holdak
észlelésébdl nem J, -t, hanem a potencidlfiggvény gdmbfliggvenysora masodfoku

egyltthatéjanak 5210 normalizalt értéket vették fel, kettével t6bb értékes szamjeggyel.
igy a kiindul6 értékek:
kM = 3,986 005-10"* Nm?/kg (vagy m3s),
®=7,292115.10""s",
C,, = —484,166 85-10° és
a=6378137m.

A beldlik kiszamitott tovabb jellemzék is kis mértékben kilénbdznek a GRS80 érté-
keitol:

1/f = 298,257 223 563

% = 9,780 326 7714 N/kg (vagy ms™)

% = 9,832 186 3685 N/kg (vagy ms™)

Up = 6,263 686 084 97 107J/kg (vagy m?s™®)

J, = =+/5 C,, = 1082,629 989 05 J,,, (a méréssel meghata-

rozott kiindul6 C,, értéknek megfeleld J,q;, érték)

Ebben a rendszerben a szintellipszoid felszinére a normal nehézségi térer6sséget
nem a sorbafejtett (3431.3) alakban, hanem Somigliana (3431.2) zart képletének kis-
sé atalakitott, ugyancsak zart

(1+ksin o)
7= 7/6 2 ) 1/2
(1—e sin (p)
alakjabol szamitjak, ahol a k egyutthaté itt nem a Newton-féle altalanos témegvonza-
si allandd, hanem

b
k=To _4
ay,
és
2 B2
62= a azb

a szintellipszoid elsé numerikus excentricitasanak négyzete.
Ezért a kiindulé mennyiségekbdl kiszamitottak még

k =0,001 931 85138639 és &°=0,006694 379990 13
értékét is.



*

Ezzel attekintettik azokat a legjelentésebb geodéziai vonatkoztatasi rendszereket,
amelyek széles korben elterjedtek a nemzetkdzi gyakorlatban. Elvileg ezek mind-
egyike alkalmas a geodézia feladatainak a megoldasahoz, kézottik a kildonbség ab-
ban van, hogy a mérési moédszerek és megbizhatésaguk fejlédésével az ujabb vo-
natkoztatasi rendszerek jellemzdi (paraméterei) szamszeriségikben a Féld megfele-
16 jellemz&jének egyre jobb kdzelitését adjak.

343.3. A kozepes foldi ellipszoid

Mint az el6z6ekben lattuk, geodéziai foldmodell, a szintellipszoid és kiils6 nehézségi
erétere négy kiinduldé mennyiségnek a Foéldre vonatkozé értékébdl hatarozhatdé meg.
Ezek viszont gyakorlatilag csak mérésekbdl vezetheték le, igy elkertlhetetlenll hiba-
val terheltek. Mivel mérési modszereink és miszereink egyre tokéletesednek, a kiin-
dulé mennyiségeknek is egyre pontosabb értékét ismerjik meg, amelyekbdl Ujabb és
Ujabb vonatkoztatasi rendszereket hataroztak meg (GRS67, GRS80, stb.). Ezek
mind annak az egyetlen - idedlis (elképzelt) - vonatkoztatasi rendszernek az egyre
jobb megkdzelitdi (realizacidi), melynek kiinduld mennyiségei pontosan (hibatlanul)
megegyeznek a Féld megfelel fizikai jellemzéjével.

A Foéld valédi (hibatlan, vagy pontos) kiinduld adataib6l meghatéarozott
szintellipszoidot nevezzik kézepes féldi ellipszoidnak. Ez a Féld legjobb ellipszoidi
kdzelitéje mind geometriai, mind fizikai értelemben.

Geometriai értelemben kielégiti a simuldsnak mind a geoid-ellipszoid tavolsagok,
mind pedig a figgdvonal-elhajlasok négyzetdsszegének minimum feltételét.

Fizikai értelemben kielégiti a nehézségi-rendellenességek négyzetdsszegére vonat-
kozé minimum feltételt, és nehézségi erétere a Fold kilsé nehézségi eréterét jol kd-
zeliti, ugyanis a normal potenciélfiggvény gémbfliggvénysoranak n = 0-t6l n = 2-ig
terjedd tagjai a Féldével megegyeznek.

Mindezek mellett a kdzepes Foldi ellipszoid fogalman keresztiil szabatosan és egyér-
telmien értelmezhetévé valik a ,Féld egyenlitéi félatméréje” ,a Fold lapultsaga’ és a
,f0ldi egyenlitéi nehézségi érték” fogalma is.

Az eddigi gyakorlat altal meghatérozott vonatkoztatasi rendszerek, ill. ezek alapfeli-
letét képezd vonatkoztatasi ellipszoidok a kdzepes féldi ellipszoid tébbé-kevésbé jé
megkodzelitbi.



